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I ie  calcul  des  inéquations  est  TF  mode 

général  de  la  décomposition  algébrique. 
Pour  résoudre  un  problème  ou  une  ques- 
tion quelconque,  on  traduit  les  conditions 
qu'il  renferme  en  langage  algébrique  : si 
l’inconnue  n’est  multipliée  qu’avec,  dès 
quantités  connues,  on  parvient  par  les  règles 
de  l’algèbre  à l’en  dégager , et  on  l’obtient 
seule  dans  un  des  membres  de  l’équation: 
le  problème  est  alors  résolu.  Il  se  résout 
encore  avec  la  même  simplicité  dans  les 
équations  de  la  forme  xm=A  qu’on  appelle 
équations  à deux  termes , on  a immédiate- 
ment x—y/  A.  i 

Mais  il  n’en  est  pas  de  même  lorsque  l’in- 
connue se  trouve  élevée  à différentes  puis- 
sances dans  les  différons  termes  de  l’équa1- 
tion  ; on  parvient  par  les  règles  de  l’algèbrë 
à ramener  l’équation  composée  à la  forme 
générale 

xm-hAxm~‘  -hBxm~2 . . . 4-MæH-N=o.  ’ !■: 
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2 AVANT-PROPOS. 

C’est-là  que  se  terminent  leur  secours.  Lors- 
que l'équation  n'est  que  du  second  degré 
*3H-Ax  + B=oJon  obtient  pour  ses  deux 
valeurs  la  formule  générale  de  solution 
x— -T-ŸA^y/^A3 — B.  Mais  cette  solu- 
tion n’est  due  qu’à  un  artifice  du  calcul 
qui  ne  s’étend  pas  plus  loin. 

Les  algébristes  ont  tourmenté  les  équa- 
tions composées  de  toutes  les  manières  pour 
en  obtenir  des  formules  de  solution  comme 
celle  du  second  degré  ; mais  tous  les  arti- 
fices du  calcul  qu'ils  ont  imaginés  n'ont  pu 
aboutir  qu’à  donner  une  solution  impar- 
faite des  équations  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré  : les  formules  qu'ils  ont  obte- 
nues sont  embarrassées  de  quantités  imagi- 
naires dans  le  cas  où  les  racines  de  l'équa- 
tion sont  toutes  réelles. 

L’impossibilité  d'aller  plus  loin  fait  voir 
que  les  équations  ne  peuvent  pas  se  décom- 
poser par  la  méthode  elle-même  des  équa- 
tions. C’est  par  le  calcul  des  inéquations 
qu'on  parvient  à démêler  les  inconnues  dans 
tous  les  cas  , et  qu’on  obtient  des  formules 
algébriques  qui  conduisent  aux  valeurs  des 
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racines  dans  les  équations  composées  d'une 
seule  ou  de  plusieurs  inconnues. 

On  peut  décomposer  l'analyse  en  deux 
opérations  bien  distinctes:  dans  la  première 
on  traduit  en  algèbre  la  question  à résou- 
dre ; cette  première  opération  peut  être 
considérée  comme  une  composition  ; c'esb 
ensuite  le  calcul  des  inéquations  qui  dé- 
compose. De  sorte  que  dans  les  opérations 
de  l’analyse,  ce  calcul  est  à la  composition 
algébrique,  ce  que  dans  ces  opérations  de' 
l’arithmétique  , la  division  est  à la  multi- 
plication, et  ce  que  l’extraction  des  racines 
est  à l’élévation  aux  puissances. 

Le  calcul  des  inéquations  se  divise  en 
deux  parties;  la  première  contient  la  réso- 
lution algébrique  des  équations  de  tous  les 
degrés  à une  seule  inconnue  ; la  seconde 
traite  de  la  résolution  des  équations  compo- 
sées à plusieurs  inconnues.  Lorsque  dans  ce 
deuxième  cas  on  n’a  qu’une  seule  équa- 
tion , les  inconnues  sont  des  variables  dont 
on  détermine  la  suite  des  valeurs  à l’aide 
des  formules  algébriques , obtenues  dans  la 
première  partie  en  traduisant  géométrique- 
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4 AYANT-PROPOS, 

ment  ces  suites  de  valeurs  corrélatives , il 
en  résulte  la  théorie  des  courbes  des  difïé- 
rens  degrés.  Elles  ne  sont  dans  le  calcul  des 
inéquations  qu’une  méthode  graphique  pré- 
paratoire pour  parvenir  -à  déterminer  les 
valeurs  avec  toute  la  précision  que  peut 
donner  le  calcul  numérique. 

Lorsqu’on  a autant  d’équations  que  d’in- 
connues, on  parvient,  par  ce  moyen,  à dé- 
terminer immédiatement  la  valeur  de  cha- 
cune d’elles , sans  qu’il  soit  nécessaire  de 
former  une  équation  finale  à une  seule  in- 
connue par  la  méthode  d’élimination  : mé- 
thode qu’on  peut  regarder  comme  impra- 
ticable par  l’excessive  prolixité  du  calcul 
qu’elle  exigé  et  qui  a le  défaut  de  surcom- 
poser l’équation  avant  de  la  résoudre. 
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De  la  résolution  des  équations  composées 
à une  seule  inconnue. 

»•  ? 

Quoique  les  méthodes  de  solution  que  l’on 
développe  ne  s’appuient  que  sur  la  formule 
connue  de  la  résolution  des  équations  du 
deuxième  degré  ; cependant , pour  rendre  cet 
ouvrage  complet , j’ai  cru  nécessaire  d’expo- 
ser, dans  un  premier  chapitre,  les  propriétés 
générales  des  équations,  et  de  donner  un  pré- 
cis des  méthodes  les  plus  simples  qui  ont  été 
imaginées  jusqu’à  présent  pour  résoudre  les 
équations  algébriques.  Les  formules  connues 
de  la  résolution  des  équations  du  troisième 
degré  renferment  une  fonction  composée  dont 
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on  retrouve  les„  élémens  dans  le  calcul  des 
inéquations.  On  y reconnaîtra  le  principe  du 
cas  irréductible  qui  se  trouve  décomposé  : et 
l’on  verra  comment,  selon  les  apperçus  de 
La  Grange,  les  formules  de  solution  algébri- 
que des  différens  degrés , si  on  pouvait  les 
obtenir,  ne  pourraient  donner  que  des  for- 
mules en  expressions  imaginaires.  Car  le  cal- 
cul des  inéquations,  en  ne  donnant  que  des 
quantités  réelles  dans  les  formules  de  solution 
des  équations  de  tous  les  degrés , quand  les 
racines  Sont  rdelles  , présente  en  rtiême  temps 
la  manière  dont  elles  sont  séparées  des  expres- 
sions imaginaires  avec  lesquelles  elles  reste- 
raient combinées-,  si  l’on  parvenait  à les  ré- 
soudre par  les  règles  connues  de  l’algèbre. 

I ' . ! •*  1 f»  I • - * 

CHAPITRE  PREMIER. 

i • **  t • : f f \*  ' i » ! * i . ! ’ * '•  * » 

Des, propriétés  générales  des  équations.  Pré- 
cis des  méthodes  connues  , les  plus  simples 
pour  résoudre  les  équations  algébriques  du 
troisième  et  du  quatrième  degré r.v 

I.  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  EQUAtloMS. 

• > 1-.  Les  équations  composées  se  ramènent, 
.comine  on  l’a  dit  à la  formule  générale  , 

+ kx”-'  + B*"*-*  . . . -f  Mx  + N i=o. 
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La  première  propriété  de  ces  équations , 
qu’on  peut  regarder  comme  un  fait  analyti- 
que , consiste  en  ce  que  leur  résultat  peut 
devenir  ==o  en  substituant  à la  place  de  x plu- 
sieurs valeurs  différentes.  Ces  valeurs  doivent, 
donc  être  considérées  comme  appartenant 
toutes  à l’équation  : on  les  appelle  racines.  Ainsi 
si  les  quantités  o,  b,  c,  — d\  — <?,  — f,  etc. 
satisfont  également  à l’équation,  en  rendant 
son  résultat  =0  par  leur  substitution  à la 
place  de  x,  ôn  aura  également  x=a,x  = b , 
xt=c , x = — d,  ete.  : ce  qui  ne  veut  pas  dire 
que  l’inconnue  que  l’on  cherche  a toutes  ces 
valeurs  , mais  seulement  qu’elle  a l’une  ou 
l’autre. 

En  analysant  les  équations  composées  d’a- 
près cette  propriété  , on  démontre  qu’elles 
peuvent  être  ramenées  à un  produit 

( x — à)  ( x — b ) (x — c)  (x+d)  (x+e),  etc.  = o 

d’autant  de  facteurs  simples  qu’il  y a de  va- 
leurs qui  sont  susceptibles  par  leur  substi- 
tution à la  place  de  x de  rendre  leur  résultat 
= o,  et  que  la  limite  du  nombre  de  ces  fac- 
teurs est  égale  au  nombrê  des  unités  du  degré 
de  lequatiori. 

En  effet , supposons  que  a Soit  une  des  ra- 
cines de  l’équation , en  mettant  sa  valeur-  à 
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la  place  de  x , l’équation  generale  deviendra 

am  + A am~'  + B am~* . . . . + M a + N = o (i). 

Si  je  mets  pour  N dans  la  proposée  la  valeur 
qu’on  obtient  de  cette  derniere  équation  ; on 
aura 

(*m — am)-f-A(xm— 1 — B(arm— * — axm—a)...+M(a: — a)=0. 

Or  tous  les  termes  de  cette  équation  sont  divi- 
sibles par  a; — a,  et  la  proposée  , toute  réduc- 
tion faite  , acquiert  la  forme  suivante  en  appe- 
lant A',  B' , C',etc.  lescoëfficiensqu’on  obtient 

(.r’"_,-4-Aa:m_!l  + Ba;m-3. . . 4-M)  ( x — a)=o  (a). 

Or,  maintenant,  si  cette  équation  a une 
autre  valeur  b qui  rende  son  résultat  =o,  en 
substituant  b à la  place  de  a-,  on  aura  comme 
ci-dessus  (i) 

Ç bm + A 'b”-*  + B 'bm~*  (b— a)  = o , 

le  facteur  b — a ne  peut  pas  être  =o,  il  faut 
donc  que  l’on  ait 

- • £ra-  + h!bm-*  + B'ôm-3 . . . + M = o (3) 
ou  en  mettant  x à la  place  de  b , 

ï"-  + AV-‘  + B/-ï...  + M — o (4). 

Ainsi  les  deux  facteurs  de  l’équation  (2)  sont 
séparément  =0,  non  pas  à la  fois  , mais  suc- 
cessivement en  faisant  x = a,  x = b. 

Maintenant  en  prenant  la  valeur  de  M dans , 
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l’équation  (5) , et  la  substituant  dans  l’équa- 
tion (4) , on  aura  comme  ci-dessus 

bxm~  ' ) + A'(xm~  * —B*m- L'  (*_£)—  o 

qui  sera  divisible  par  x — b,  et  donnera  une 
nouvelle  équation  de  la  forme 

(xm~*  + AV"3  + BV'4  . . . + L ’)(x—b)  , 

en  opérant  comme  pour  l’équation  (2). 

La  proposée  sera  donc  ramenée  à la  forme , 
+ AV-3  -f  BV-*. . . + L')  (x—a)  (x—b)  =0, 
si  une  troisième  valeur  x—c  rend  encore  le 
résultat  de  l’équation  identique , on  parvien- 
dra , en  opérant  de  même , à ramener  l’équa- 
tion générale  à la  forme 

Xn~3+ AV-^BV5+Q)  (x—a)  (x—b)  (x—c)  =0 , 
et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  l’équation  s’a- 
baisse d’un  degré  à chaque  valeur  de  x qui 
rend  son  résultat  =0  ; la  limite  de  la  décom- 
position sera  donc  lorsque  l’équation  sera  ame- 
née à ce  degré  de  composition 

(x  + AM)(x — a)  (x — b)(x — c)  . . . (x — m)  = o 
alors  l’équation  proposée  réduite  au  facteur  b 
simple  x+A**  sera  le  dernier  facteur  qui  ne 
pourra  plus  se  décomposer.  Il  pourra  donc, 
y avoir  autant  de  facteurs  qu’il  y a d’unités 
dans  le  degré  de  l’équation , et  il  ne  pourra 
pas  y en  avoir  davantage.  > 
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2.  Il  faut  considérer  que  cette  démonstra- 
tion ne  s’applique  rigoureusement  qu’aux  ra- 
cines réelles  et  commensu râbles  de  l 'équation  ; 

11  n’y  a que  ces  espèces  de  valeurs  qui  puissent 
rendre  son  résultat  =o.  Lorsque  l’équation 
n’a  que  des  racines  incommensurables , il  n’est 
pas  possible  d’assigner  une  valeur  qui  puisse 
en  rendre  le  résultat  =o,  c’est  ce  qui  cons- 
titue la  propriété  d’incommensurable. 

Mais  il  faut  remarquer  que  les  équations 
composées  ont  encore  la  propriété  de  donner 
des  résultats  qui  changent  de  signe  en  substi- 
tuant à la  place  de  x,  successivement  diffé- 
rentes valeurs  : or,  de  cette  propriété,  il  faut 
encore  conclure  que  l’équation  est  composée 
d’autant  de  facteurs  inégaux  ( x — a)  (x  — b ) 
(a; — c ) etc.  qu’il  y a de  changemens  de  signe 
dans  les  résultats  de  l'équation , quoique  ces 
racines  soient  incommensurables  , ou  quoi- 
qu’on ne  puisse  pas  assigner  une  valeur  qui 
rende  l’équation  — o. 

En  effet , supposons  que  dans  une  équation 
composée  quelconque,  on  obtienne  d’abord  un 
résultat  positif  en  substituant  à la  place  de  x 
une  valeur  p,  qu’ensuite  on  obtienne  un  ré- 
sultat négatif,  en  substituant  une  autre  va- 
leur q , je  dis  qu’entre  ces  deux  valeurs  p et 
q il  y a nécessairement  une  valeur  assignable,. 
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ou  non,  qui  doit  rendre  le  résultat  de  l’équa- 
tion = o : car  puisque  l’on  passe  du  positif 
au  négatif,  il  faut  nécessairement  conclure 
qu’en  supposant  une  infinité  de  valeurs  entre 
p et  q , on  arrivera,  en  partant  de p vers  q, 
à la  limite  des  valeurs  dont  la  suhstitution 
rend  le  résultat  de  l’équation  positif*  et  en 
partant  de  q vers  p,  à la  limite  de  celles  qui 
rendent  ce  résultat  négatif;  or  ces  deux  limites 
Opposées  coïncident  nécessairement  à la  valeur 
assignable , ou  non , qui  doit  rendre  le  résul- 
tat de  l’équation  :=o,  donc  il  faut  conclure 
que  l’équation  a une  racine  réelle  entre  p et  q. 

Pareillement  si  en  continuant  les  substitu- 
tions, j’obtiens  un  autre  changement  de  signe 
dans  les  résultats  de  l’équation  entre  les  deux 
substitutions  p' et  q , il  s’ensuivra  par  la  même 
raison  que  l’équation  a une  autre  racine  réelle 
entre  ces  deux  valeurs  ; et  ainsi  de  suite.  D’où 
l’on  doit  conclure  que  toute  équation  com- 
posée a autant  de  racines  réelles  x — a , x — ù, 
x — c qu’on  peut  obtenir  de  changemens  de 
signe  dans  les  résultats  de  l’équation,1  et  qu’elle 
peut  être  également  considérée  comme  com- 
posée de  facteurs  simples  (x  — a)  (x  — b) 
(x — c)étc.  =o,  dont  le  nombre  peut  être 
égal  à celui  du  degré  de  l’équation,  par  le  même 
raisonnement  qu’on  a développé  ci-de6sus. 
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3.  Le  nombre  des  racines  de  l’équation  ne  peut 
être  égal  àceluidudegrédel’équation  que  quand 
toutes  les  racines  sont  réelles.  Mais  il  arrive  sou- 
vent que  l’équation  se  trouve  multipliée  par  un 
facteur  composé  xn  -f-  A'*0-1  + BV-*  -f-  etc. 
dont  le  résultat  est  toujours  positif , quel- 
que valeur  que  l’on  suppose  à x , soit  néga- 
tive, soit  positive.  Comme  il  ne  peut  jamais 
devenir  = o,  on  doit  conclure  que  ce  facteur 
n’a  pas  de  racines.  En  le  supposant  =o,  on 
fait  une  erreur,  et  les  valeurs  de  x qu’on  peut 
obtenir  sont  imaginaires,  c’est-à-dire  impos- 
sibles : leur  expression  indique  l’erreur  qu’on 
a commise  en  faisant  le  facteur  composé  ==o. 

En  considérant  donc  les  racines  a,b,c,  d,  etc. 
comme  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires , on 
pourra  dire  généralement  que  toute  équa- 
tion est  décomposable  en  facteurs  simples 
(x — a)(x — b)(x  — c ) etc.  =o,  dontle  nom- 
bre est  toujours  égal  à celui  du  degré  de  l’é- 
quation. 

4.  On  démontre  que  toutes  les  racines  ima- 
ginaires dans  une  équation  quelconque  , qui 
'a  tous  ses  coëfficiens  réels,  ne  peuvent  se  trou- 
ver que  par  paires  de  la  forme 

(x=a- \-b\/ — i f — i (x — i 
| x=a — b\/  _i , — b’  j/  — x , \x=a" — b"[/ — x elC' 

En  effet , supposons  qu’une  équation  con- 
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tienne  une  racine  imaginaire  ; or  quelle  que 
soit  la  forme  sous  laquelle  on  pourrait  l’ob- 
tenir , on  sait  que  toute  expression  imaginaire 
se  ramène  à la  forme  x = adtzb  y/ — i , par 
conséquent  s’il  y a une  racine  imaginaire  dans 
l’équation,  elle  peut  se  ramener  à cette  forme. 
Supposons  donc  que  la  valeur  de  cette  racine 
soit  x = a + ôy/  — i , en  substituant  cette  va- 
leur dans  la  proposée , elle  rendra  son  résul- 
tat = o , on  aura  donc 

(a+  b y/~i  )m-f-A(a-|- b y/^i)"-->+B(a4-fc  y/  ~i )"—*+ etc.=o. 
En  effectuant , on  aura  pour  résultat  une  équa- 
tion de  la  forme 

P + Q y/  — 1 = o. 

Or,  maintenant,  cette  expression  ne  peut  être 
= o qu’autant  que  P ou  la  somme  de  tous  les 
termes  réels  sera  ==  o séparément.  Il  ne  peut 
pas  être  = o conséquemment  à la  valeur  de 
Qv/  — * , parce  que  des  quantités  imaginaires 
soustraites  des  quantités  réelles , ne  peuvent 
donner  un  reste  nul  : donc  Q y/ — i — o sépa- 
rément , donc  on  a 

P = o,  Q — o. 

Supposons,  maintenant , qu’à  la  place  de  x 
on  substitue  la  valeur  a — b\/ — i,  dans  la 
proposée  elle  deviendra 

(a — b y/ — i)m+A(a — b\/ — i)m-,4*etc.=o.  , 
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Cette  équation  ne  diffère  ;de  la  précédente 
que  par  le  signe  qui  précède  les  quantités  ima- 
ginaires; en  l’effectuant , elle  deviendra  donc 

p-Qi/=T; 

or  on  a P=o,  Q = o,  donc  on  a 
P-Qv/_i=o; 

donc^  l’équation  contient  encore  la  racine 
x = a — b t/ — i . 

Si  je  multiplie  cette  dernière  racine  avec  la 
précédente , j’aurai  le  facteur  réel  du  deuxième 
degré , 

x' — 2ax+  a* 4-  b*  = o,  ou  ( x — a)*  + A*=  o; 
par  conséquent  l’équation  proposée  sera 

2a*+a*+à')=o. 
Supposons  maintenant  que  l’équation  ait 
une  racine  imaginaire  x = a'  b'  \/—  i.  En 
substituant  sa  valeur  dans  cette  dernière,  elle 
deviendra 

[( a'  + b'  — 1/  )— * + A'  (a'+l/  i/— , )— ■»  + etc.) 

(«'+*'  \/— 7)»  — a a ( a'  + b'  [/^~î ) p a»  4. 

Cette  équation  ne  peut  être  = o que  par  son 
premier  facteur,  et  non  par  le  facteur  double 
(d  + b'  y/  — 1)* — etc.  Si  on  effectue  les  dif- 
férens  termes,  on  aboutira  au  résultat 

I ! . 

P*  + Q'  V — I nro.  - 
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On  démontrera,  comme  ci-dessus,  que  l’on 
a b"= o,  Q"=  o , d’où  l’on  conclura  encore  que 
l equation  a une  autre  racine  x=o' — b'  \/ — i , 
et  que  par  conséquent  elle  contient  encore  le 
facteur  réel  du  deuxième  degré 

** — 2 a'x+  a' 4-  ù'*= o,  ou  ( x — a')‘  + ù'*=: o; 
par  conséquent  la  proposée  se  ramènera  à l’ex- 
pression 

(xm-*  + A"°xm-s  + etc.)(x* — 2ax  + a*  4-  b') 
(«*  — 3û'ï  + a'+  b '*)  =o. 

On  fera  le  même  raisonnement  pour  une 
troisième  racine  imaginaire , x—a."+  b" \/  — i ; 
et  ainsi  de  suite.  On  parviendra  donc  à décom- 
poser l’équation  en  facteurs  réels  du  deuxième 
degré  , jusqu’à  ce  qu’il  11e  reste  plus  que  le 
dernier  facteur  double,  ar*  + A"-,a;4-B/'-’=o , 
si  l’équation  est  d’un  degré  pair , ou  le  dernier 
facteur  simple  x + A'* , si  elle  est  d’un  degré 
impair;  ces  deux  facteurs  ue  contiennent  que 
des  quantités  réelles. 

5.  Delà  il  suit,  i°.  que  toute  équation  d’un 
degré  impair  a au  moins  une  racine  réelle  ; 

6.  a°.  Que  toute  équation,  quelles  que 
soient  ses  racines , réelles  ou  imaginaires , est 
décomposable  en  facteurs  réels  du  deuxième 
degré. 

Cette  décomposition  peut  toujours  s’effec- 
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tuer  par  le  calcul  des  inéquations,  comme  on 
le  verra. 

On  peut  remarquer  maintenant  que  pour 
former  un  polynôme,  composé  avec  des  racines 
imaginaires , et  qui  ne  contienne  cependant 
que  des  coëfficiens  réels  , on  ne  peut  y intro- 
duire que  des  racines  imaginaires  par  paires, 
telles  qu’on  vient  de  le  dire.  En  effet,  com- 
me fl  + Zi|/ — i et — b\/  — x donnent  la  même 
valeur  élevée  à une  puissance  paire  quelcon- 
que , et  qu’elles  conservent  leur  signe  étant 
élevée  à une  puissance  impaire  ; si  on  multi- 
plie plusieurs  paires  de  facteurs  imaginaires  de 
cette  former — a + b\/  — i et  x — a — b {/  — i, 
les  unes  par  les  autres , les  racines  imaginaires, 
précédées  du  signe  + , seront  multipliées  par 
les  mêmes  quantités  que  celles  qui  sont  précé- 
dées du  signe  — , elles  se  détruiront  donc 
toutes.  Ce  qui  ne  pourrait  pas  avoir  lieu , s’il 
s’en  trouvait  une  seule  racine  imaginaire  qui 
ne  fût  pas  appareillée  , ou  s’il  s’en  trouvait  une 
paire  qui  n’eût  pas  les  conditions,  requises. 

7-  Je  viens  maintenant  au  changement  de 
signe,  produit  dans  le  résultat  de  l’équation, 
par  les  différentes  substitutions  de  x , au  pas- 
sage d’une  racine  réelle  à la  suivante  : on  voit 
évidemment  qu'il  ne  doit  plus  y avoir  de  va- 
riations de  signe  , quand  on  a franchi  les  va- 
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leurs  de  toutes  les  racines  réelles.  Voici  com- 
ment on  détermine  la  limite  de  ces  variations. 
D'abord  il  faut  remarquer  que  quel  que  soit  le 
degré  d’une  équation  et  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  !ses  coéfficiens,  on  peut  toujours  assi- 
gner un  nombre  qui  rende  le  premier  terme 
supérieur  à la  somme  de  tous  les  autres.  Pour 
s’en  convaincre  etpour  trouver,  en  même  temps 
la  valeur  qu’il  faut  donner  à x , afin  d’y  parve- 
nir, je  prends  le  cas  le  plus  défavorable,  celui 
où  tous  les  coéfficiens  de  l’équation  seront 
négatifs  et  égaux  ; c’est-à-dire,  si  au  lieu  de 
xm  + Axm-'  + Bxm-.  . . + N=o, 
on  avait  xm — ,Sxm~' — Sxm~* . . . Sx — S=o, 

S désignant  le  plus  grand  des  coéfficiens  A , 
B,  C , etc.  Je  donne  à cette  équation  la  forme 
xm— •S(xm“*  + xra_*  + xm~s ...  + i)  — o. 


d’où  xm  = S (xm-‘  + g”-» -f  etc. ) = S ( ~~.1  \ 

♦ \x—i  J 

■ n S*"  S 

puis  X = 

X I X — I 

Je  rendrai  le  premier  terme  xm  de  la  propo- 
sée plus  grand  que  le  deuxième  membre  de 
cette  dernière  équation  , qui  représente  la 
somme  de  tous  ses  autres  termes , en  faisant 
Sxm  ..  . S 


x = 


X— 1, 

ptiis  x = § + i ; 


d’où  l’on  aura  i = 


x — i 


a # 
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c’est-à-dire , que  pour  rendre  le  premier  terme 
xm  supérieur  à' la  somme  de  tous  les  autres, 
il  faut  substituer , dans  l’équation , à la  place 
de  x un  nombre  égal  au  plus  grand  coefficient 
augmenté  d’une  unité.  Or  ce  nombre  est  la 
limite  de  la  plus  grande  racine  positive  de 
l’équation  : car  toute  autre  quantité  , supé- 
rieure à ce  nombre , ne  pourra  plus  faire  chan- 
ger le  signe  du  résultat  de  l'équation.  Si  les 
racines  de  l’équation  étaient  toutes  négatives,  * 
leur  limite  serait  — (S+i)  par  la  même  rai- 
son. Enfin , si  elles  étaient  en  partie  positives 
et  en  partie  négatives  , elles  auraient,  à plus 
forte  raison,  cette  limite. 

Mais  , pour  juger  de  la  latitude  de  cette 
limite,  je  l’applique  à l’équation 
x ’ + 6x*  + 1 1 x -f-  6 = o 
dont  les  facteurs  sont  (^+i)(æ+2)(x-)-3)=o. 

La  plus  grande  de  ces  trois  racines  est  — ( 5 ) , 
et  leur  limite  est  — ( 1 1 + i ) = — (l2)-  0° 
peut  voir  , par  cet  exemple  , combien  cette 
limite  est  vague,  puisqu’elle  est  quadruple  de 
la  valeur  de  la  plus  grande  racine. 

Quoi  qu’il  en  soit  de  cette  limite  , il  suit 
de  ce  qu’on  vient  de  dire,  i°.  qu  une  équa- 
tion d’un  degré  impair  a nécessairement  une 
racine  réelle , comme  on  l’a  déjà  démontré  : 
car  je  puis  donner  à xm  , dont  l’exposant  est 
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impair , une  valeur  négative  ou  positive  qui 
surpasse  la  somme  de  tous  les  autres  termes, 
quelle  que  soit  leur  valeur  ; je  puis  donc  tou- 
jours obtenir  un  changement  de  signe  dans  le 
résultat  de  l’équation  ; il  y aura  donc  Une  ra- 
cine réelle  : donc  le  polynôme , qui  ne  contient 
que  des  racines  imaginaires , ne  peut  ètrje:  que 
d’un  degré  pair; 

20.  Toute  équation  d'un  degré  pair,  dont  ie 
dernier  terme  est  négatif,  a nécessairement 
deux  racines  réelles.  Car  si  je  fais  x =é=  o , le  ré-  * 

sultat  de  l’équation  se  réduira  au  dernjer  terme, 
il  sera  donc  négatif.  Je  puis  ensuite,  supposer 
à * une  valeur  négative  ou  positive,»  telle  que 
le  premier  terme  xm , que  son  exposant  rend 
toujours  positif,  soit  plus  grand  que  la  somme 
de  tous  les  autres  , le  résultat  sera  donc  posi- 
tif, il  y aura  donc  changement  de  signe,  il  y • 
aura  d’abord  une  racine  réelle;  mais  l’équa- 
tion dégagée  de  cette  racine  sera  d’«n  degré 
impair;  donc,  par  cette  raison , elle  aura  encore 
une  racine  réelle  ; donc  une  équation  , d’un 
degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif, 
a au  moins  deux  racines  réelles.  - •> 

8.  Puisque  toute  équation  peut  être  consi- 
dérée comme  composée  de  facteurs •(*— - a) 

(x  — b)  (x  — c)  etc.  ît=  o réelles  ou  imagi- 
naires , on  peut  composer  synthétiquement 
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une  équation  de  cette  manière  ; et  la  combi- 
naison des  racines,  dans  les  différens  coéffi- 
ciens  , doit  servir  à découvrir  les  moyens  de 
décomposer  les  différentes  équations’que  pré- 
sente l’analyse,  et  qui  ont  toujours  une  ori- 
gine différente  de  celle-ci. 

Si  je  compose  une  équation  seulement  avec  les 
quatre  racines  (x=^a)(A-=^6)(x=pc)(Aq= d)=o, 


3 aurai 
x*=p  a " 

| xs+  ab 

\x°=pabc 

zfzb  ! 

f +ûc  | 

I zjzabd 

=F  c ( 

+ °-d  ! 

zçzacd 

=F  d | 

zjzbcd 

* ! 

i +bd  ! 

J 

1 4-  cd  . 

J 

x + abcd 1 


• = o. 


Je  remarque,  i°.  que  le  deuxième  terme  a 
pour  coefficient  la  somme  de  toutes  les  racines, 
chacune  avec  le  signe  qu’elle  a dans  son  fac- 
teur , ou  avec  un  signe  contraire  à celui  de 
sa  valeur  ; que  le  troisième  terme  a pour  coeffi- 
cient la  somme  des  produits  des  racines  multi- 
pliées deux  à deux  ; que  le  quatrième  a pour 
coefficient  la  somme  des  produits  des  racines 
multipliées  trois  à trois  , et  ainsi  de  suite. 
Qu’enfin  le  dernier  terme  qui  n’est  point 
affecté  de  l’inconnue  x , et  qui  est  ici  le  cin- 
quième, est  le  produit  de  toutes  les  racines  de 
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l’e'quation.  On  démontre  que  ces  lois  ont  lieu 
quel  que  soit  le  nombre  des  racines. 

Je  remarque , en  second  lieu , que  lorsque 
les  racines  sont  positives  x=a , x=b , etc. , les 
coëfficiens  sont  alternativement  négatifs  et 
positifs  ; c’est-à-dire,  qu’ils  sont  négatifs  dans 
ceux  où  les  racines  sont  multiples  à un  degré 
impair , et  positifs  dans  ceux  où  elles  sont 
multiples  à un  degré  pair  : ce  qui  doit  être. 
Au  contraire  , quand  les  racines  sont  toutes 
négatives,  elles  sont  positive™dans  leur  fac- 
teur ( x + a) (x  + b){x  + c)  etc. , ce  qui  rend 
tous  les  produits  des  racines  positifs,  et,  par 
conséquent,  tous  les  coëfficiens  positifs.  Ainsi 
l’équation  générale  des  racines , toutes  posi- 
tives , doit  avoir  cette  forme  : 

xm  — Axm- 1 -f  B*"—1  — C*m~3  -f  D*m~4~  etc.  = o , 
et  celles  des  racines  toutes  négatives  , 

xm  + Axm_1  + Bxm_*  + Cx"“s  + etc.  = o. 

Celfcrdre  est  interverti  d’abord  par  les  ra- 
cines imaginaires , ensuite  lorsque  les  racines 
sont  en  partie  positives  et  en  partie  néga- 
tives. 11  est  inutile  de  discuter  ces  deux  cas. 

g.  Mais  il  est  bon  de  remarquer  que  l’on 
peut  toujours  ramener  une  équation  à avoir 
toutes  ses  racines,  du  même  signe,  ou  toutes 
négatives  ou  toutes  positives.  Car  soit  l’équa- 
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tion  qui  a pour  facteurs 
(x  5)  (a?— -3)  (x  + i)  (x  + 4)  — o ; 

si  je  fais  x =y  + 6 , j’aurai 

(j  + 6—5 )(y + 6—3 ){y  + 6 -h  i )(y + 6 + 4)  =o; 
les  racines  seront  alors  toutes  négatives.  En  fai- 
sant au  contraire  ar^y — 5,  j’aurai 
(y—io)  (y  — 8)  (y  — 4)  (y—l)  z=o; 
les  racines  sont  alors  toutes  positives. 

Il  suffit,  con^jne  on  voit,  de  faire x=y  + a, 
et  de  prendre  pour  a une  valeur  qui  surpasse 
la  plus  grande  racine  positive  , pour  les  avoir 
toutes  négatives  ou  réciproquement.  On  par- 
viendrait à ce  but  en  prenant  pour  a la  limite 
des  racines  (7);  mais  elle  a trop  de  latitude, 
le  calcul  des  inéquations  donne  immédiate- 
ment une  limite  très-rapprochée. 


De  la  résolution  des  équations  algébriques  du 
troisième  degré. 


m 

ÎO.  Insérait  trop  long  de  rapporter  ici  toutes 
les  méthodes  générales  et  particulières  qui  ont 
été  imaginées  pour  parvenir  à exprimer  par 
des  formules  algébriques  les  valeurs  des  racines 
que  recèlent  les  équations  composées.  Aucune 
de  ces  méthodes  n’a  pu  franchir  le  quatrième 
degré  ; toutes  ont  abouti  aux  mêmes  résultats 


* 
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et  aux  mêmes  inconvéniens.  Je  me  bornerai  à 
exposer  ici  les  deux  méthodes  les  plus  simples , 
qui  sont  en  même  temps  les  plus  anciennes, 
l’une  pour  le  troisième,  et  l’autre  pour  le  qua- 
trième , quoiqu’elles  ne  soient  pas  précisé- 
ment d’après  le  même  mode-de  solution. 

Pour  parvenir  à leur  solution,  il  est  néces- 
saire de  leur  donner  une  nouvelle  forme,  dans 
laquelle  le  second  terme  ait  di^aru , et  l’on 
y parvient  toujours  dans  l’équation  générale 

arm-l-Àxm-,4. , etc.  =o  en  faisant  x—y , 

m 

et  en  substituant  dans  la  proposée  cette  nou- 
velle valeur  à la  place  de  x.  Soit  donc  proposé 
de  résoudre  l’équation  du  troisième  degré  dé- 
gagée de  son  second  terme 

ï5  + B^+C  = o. 

Je  commence  par  former  une  équation  de  la 
même  forme  , dont  je  supposerai  les  racines 
connues  ; je  fais  x — a±b,  d’où  j’ai 

x*  = a3  -f  3aJ  0+  3a  b*  + b3 , 

ou x3  = a3+b3-\-  Zab(a.  -}-  b). 

Puis  mettant  x pour  ( a + b ),  j’ai 

3 abx  — o1  — is5=o,  ; 
équation  de  la  même  forme  que  laproposée.  Si 
je  considère  que  ces  deux  équations  sont  le* 
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mêmes , j’aurai 

® — — 3 ab,  C = — as  — b3 , d’où  je  tire 

be  + Cb3-~  — — o, 
a7 

équation  qui  ne  contient  plus  que  l’inconnue  b, 
et  qui  peut  se  résoudre  par  la  méthode  du 
second  degré.  J’ai  donc 


r 


o = V — + 

puis. . b = \/-LC=fzl/±Bi  + lC>, 
d’où  la  racine  x = a+b  devient 

* = >/  — C + t/^B3  + ~ C* 


+ ^-ÎC-V/^B::  + ;C»  (,). 

Je  n’ai  mis  que  le  signe  supérieur  devant  le 

radical  intérieur  B!  + j C* , parce  que  l’on 
a toujours  la  même  quantité , soit  que  l’on 
prenne  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur 
de  ces  radicaux.  % 

Si  je  divise  maintenant  l’équation  x3  — 3 abx 
— a 3 — b3~  o par  la  racine  x — a — b ~ o qui 
y est  contenue,  j’aurai  pour  quotient, 

x * + (a  + £)*+a*  + b * — ab  = o , 
/’ï=FV/  — 3\  (xzkz^—^ 

dOU  *=-^  — — .)<>. 


* 
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et  en  mettant  pour  a et  b leurs  valeurs 

*=— ('— a~3)^  — ;c+^^b»+;c»... 


11,  Ainsi  la  résolution  du  troisième  degré 
m’a  d6nné  trois  racines  différentes.  Mais  il  faut 
observer  maintenant  que  quand  le  radical  inté- 
rieur est  une  quantité  réelle,  la 

première  racine  qu’on  a obtenue  (1)  est  réelle, 
et  ces  deux  dernières  sont  imaginaires,  à cause 
de  V — 3 qui  entre  dans  leur  expression.  Ainsi 
dans  ce  cas,  la  proposée  a une  racine  réelle  et 
deux  imaginaires. 

Mais  lorsque  ce  radical  est  imaginaire,  ce  qui 
a lieu  toutes  les  fois  que  B est  négatif,  et  que 
l’on  a ^ B3  d-  i C*  <.  o , alors  la  première  valeur 
de  a;  a une  forme  imaginaire,  ainsi  que  les  deux 
dernières  (2)  ; il  ne  s’ensuit  pas  que  les  trois 
racines  de  la  proposée  soient  imaginaires;  au 
contraire,  cela  est  impossible,  elle  ne  peut  con- 
tenir qu’une  paire  de  racines  imaginaires  de  la 
wrme  x-\-a-\-bV — 1 = 0,  x + a — L y1' — 1 = 0, 
comme  on  l’a  démontré.  Il  faut  donc  conclure 
que  les  expressions  imaginaires  contenues  dans 
les  valeurs  de  x se  détruisent  les  unes  par  les 
autres , et  que  les  valeurs  de  x ne  sont  ima- 
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ginaires  qu’en  apparence.  On  commencera  à 
s en  convaincre,  si  l’on  fait  attention  que  les 
quantités  imaginaires  qui  sont  dans  la  pre- 
mière valeur  de  x , sont  par  paires  avec  les 
deux  signes  contraires,  -j-  et' — , tandis  que 
les  quantités  réelles  sont  les  mêmes. 

Pour  obtenir  les  valeurs  réelles  des  racines 
dégagées  des  quantités  imaginaires  qtfi  leur 
sont  étrangères,  il  faut  réduire  en  série  l'ex- 
pression des  deux  grands  radicaux  ; je  fais  pour 

cela  1 C =f,  V ;‘7  B3  + j G*  = g V — i . J’aurai 
pour  la  première  valeur  de  x (i) , 

g\/ « 2g*  3.5^1/  — I 2.5.%* 


s.3.33/3 
2 •5g3l/ — 1 


2.34.3  */* 
a.5.8g* 


1 3/  1 2.3“/*  a. 3.3  />  2.34.3+/* 

où  I on  voit  que  les  quantités  imaginaires  s’éva- 
nouissent j et  l’on  a enfin  pour  la  première 
racine , 


-f-,  etc. 
f ,etc. 


= — 2/Î^I 


2.5.8g4  a.5.8. 1 1.14?* 


2.3/*  . 2.34.3+/*  r 2.34.5.6.3 •/* 


•,  etc. 


Si  l’on  réduit  en  séries  également  les  deux 
autres  valeurs  de  x (2)  , et  si  l’on  observe  que 
V — ixV^  — 3 = — V$ , toutes  les  qtiantit^ 
imaginairès  se  détruiront,  et  l’on  aura  . 


H 


3 g*  a.5.8g*  2.5.8.U.  14?* 


1 etc. 


—i-Y 

3/il/3\ 


2.3/*  2.34.3+/+  r 2.34.5.6.3 «7»  * 

2.5g*  3.5.8.ng+  2.5.8.11.14.17g* 


2.3.3/*  2.34.53+/*  2.34.5.6.7.3/* 


f. 


# 


etc. 
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' La  forme  imaginaire  sous  laquelle  on  obtient 
les  valeurs  des  racines,  quand  elles  sont  toutes 
réelles , est  remarquable.  On  l’appelle  le  cas 
irréductible.  Le  calcul  des  inéquations,  en  don- 
nant les  élémens  décomposés  de  ces ‘fonctions 
imaginaires,  fera  voir  le  principe  d’où  elles 

naissent.  Je  passe  aux  équations  du  quatrième 
jdegré. 


De  la  résolution  des  équations  du  quatrième 
degré. 

12.  Soit  1 équation  générale  du  quatrième 
degré  dégagée  de  son  second  terme 

x*  + B a?*  + Cx  + D = o. 

J imagine  cette  équation  formée  de  deux  autres 
équations  du  second  degré 

(*’  + p*+Q)  (*’+P'*+Q')=rO. 
Leur  produit  donne  la  nouvelle  équation 
*4+P*s  + Qa:‘-|-P/Qjr  + QQ'  = o,  * 

+ P'  q-PP'+PQ', 

+ Q% 


qui,  étant  égale  à la  proposée , donne  les  équa- 
tions auxiliaires, 


P + P'=o 
Q4-PF-f-Q'=B 
PQ’  + P'Q=c 
QQ' -D 


Id’où  Q-f  Q'— B+P’j 


d’où  QQ— Q — - 


Q'=î±f;_^. 

^ a aA 


t 
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En  substituant  les  valeurs  de  Q et  Q'  dans  la 
derpière  équation  auxiliaire,  on  arrive  à l’équa- 
tion finale 

P6+2BP*  + (B*~4D)P‘  — C’  = o, 
équation  du  sixième  degré , mais  qui  peut  se 
résoudre  par  la  méthode  du  troisième  ; elle  est 
par  conséquent  embarrassée  du  cas  irréduc- 
tible quand  toutes  les  racines  sont  réelles.  On. 
appelle  cette  équation  la  réduite.  La  valeur  de 
P étant  connue,  il  n’e’st  pas  difficile  de  déter- 
miner les  valeurs  des  racines  de  la  proposée. 
Les  deux  facteurs  indéterminés  x*  + Px  + Q = o 
et  xm -f- P'x q- Q'=  o donnent  les  formules, 

pour  le  i"...  x= — — ^P* — IB+ 

pour  le  x—  + £P:±=  \/  — £P* — 7B — ^ , 

dans  lesquelles  il  suffira  de  substituer  les  va- 
leurs de  P pour  connaître  celles  de  x. 

Il  semblerait  de  cette  solution  que  x devrait 
avoir  vingt-quatre  valeurs  différentes  ; car  la 
réduite  étant  du  sixième  degré , peut  donner 
six  valeurs  différentes  de  P pour  chacune  des 
quatre  valeurs  de  x : mais  on  peut  remarquer 
^ d’abord  que  dans  la  réduite  P n’a  que  trois 
valeurs  différentes  qui  sont  prises  chacune  avec 
le  double  signe  On  peut  voir  d’après  cela. 
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qu’en  faisant  P négatif  dans  le  premier  des 
deux  facteurs,  on  obtient  le  second  et  récipro- 
quement ; les  vingt- quatre  valeurs  de  x se 
réduisent  donc  d’abord  à douze. 

Je  ne  chercherai  pas  à fijire  voir  comment 
les  différentes  valeurs  de  P ne  donnent  jamais 
pour  x que  les  quatre  valeurs  de  l’équation , 
ni  comment  on  peut  reconnaître  si  les  racines 
sont  réelles  ou  imaginaires.  Ces  discussions  me 
mèneraient  au-delà  du  but  que  je  me  propose. 

13.  Je  ne  dirai  rien  de  la  résolution  des 
équations  numériques  ; elle  ne  présente  que 
des  méthodes  de  tâtonnemens  circonscrits  par 
des  limites  vagues,  qui,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  deviennent  incertaines  et  insuffisantes. 
Qu’on  lise  le  Traité  de  la  résolution  des  Equa- 
tions numériques  de  Lagrange , on  verra  que 
la  résolution  des  équations  qui  passent  le  qua- 
trième degré , est  absolument  impraticable 
dans  un  grand  nombre  de  cas  par  la  longueur 
excessive  des  calculs  qu’elle  exige. 

14.  D’ailleurs  ce  mode  de  solution  ne  peut 
convenir  qu’aux  équations  qui  ne  contiennent 
plus  qu’une  seule  inconnue.  Si  l’on  a deux 
équations  déjà  composées  à deux  inconnues, 


il  faudra  avoir  recours  à la  méthode  longuewt 
fastidieuse  de  l’élimination  , qui  conduira  à 
une  équation  finale  , dont  le  degré  pourra 
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être  égal  au  produit  des  degrés  des  deux  équa- 
tions. Ainsi  je  suppose  qu’on  ait  à trouver  les 
valeurs  des  inconnues  x et  y , d’apres  les  deux 
équations 

x*  4-  Ax*  4-  B*  + C = o 

x3  + A'**  + B'ar-f  C'  = o 
dans  lesquelles  les  coëfficiens  A , B , C , etc. 
sont  des  fonctions  dey,y%  et  y3 , on  aboutira 
à une  équation  finale  du  neuvième  degré  ; mais 
déjà  la  résolution  des  équations  du  cinquième 
degré  est  inabordable. 

Ces  deux  équations  ne  peuvent  pas  plus  se 
résoudre  par  les  formules  algébriques , connues 
des  équations  du  troisième  degré,  parce  que 
leurs  expressions  surcomposées  sont  embarras- 
sées de  fonctions  imaginaires. 

Si  l’on  avait,  pour  la  résolution  des  équa- 
tions du  troisième  degré  et  au-delà  , des  for- 
mules algébriques , comme  celle  que  l’on  a 
pour  la  résolution  des  équations  du  deuxième 
degré  > il  serait  facile  de  résoudre  les  équations 
composantes  à deux  inconnues  séparément , 
comme  on  peut  le  faire  pour  les  équations  du 
deuxième  degré  ; en  considérant  une  des  va- 
riables comme  une  quantité  connue,  on  obtien- 
drait , à l aide  de  ces  formules , le  cours  des 
valeurs  corrélatives  des  deux  variables  dans  • 
chacune  des  deux  équations  composantes;  et  • 
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les  valeurs  corrélatives,  qui  se  trouveraient  les 
mêmes  dans  les  deux  équations,  détermine- 
raient à la  fois  les  valeurs  de  x et  de  y. 

C’est-à-dire,  qu’on  parviendrait  aisément  à 
construire  la  courbe  de  chacune  des  deux  équa- 
tions composante%;.et  leurs  points  d’intersec- 
tion détermineraient  les  valeurs  de  x et  de  y , 
communes  aux  deux  équations.  C’est  ce  que 
l’on  fait  dans  le  calcul  des  inéquations. 

En  considérant  l'imperfection  des  méthodes 
connues  de  solution  des  équations,  tant  algé- 
briques que  numériques  ; leur  impossibilité  de 
s’étendre  au-delà  du  quatrième  degré  , et  leur 
inutilité  pour  la  résolution  des  équations  à 
plusieurs  inconnues  : on  peut  dire  que  le  grand 
problème  de  la  résolution  des  équations,  ou, 
plus  généralement,  que  le  mode  général  de  la 
décomposition  algébrique  est  encore  à trou- 
ver. On  verra  comment  on  y peut  parvenir 
par  le  calcul  des  inéquations. 

CHAPITRE  II. 

Principes  et  règles  du  calcul  des  inéquations  : 
du  double  point  de  vue  sous  lequel  il  faut 
considérer  les  quantités  négatives  relative - 
ment  au  rapport  dJ inéquation. 

l5.  On  a défini  plus  haut  le  calcul  des  iné- 
quations , le  mode  de  la  décomposition  algé- 
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brique  ; mais  cette  définition,  en  n indiquant 
que  le  résultat  général  de  ce  calcul , ne  peut 
rien  apprendre  sur  sa  nature  : ce  n’est  que  par 
son  application  qu’on  peut  en  acquérir  une 
idée  exacte. 

Il  suffit  de  dire  ici  que  pfflWe  calcul  des  iné- 
quations on  aboutit  à deux  formides  algébri- 
ques , en  fonctions  des  coé'fficiens  de  la  pro- 
posée de  la  forme  x<Cp,x~>q  , qui  ne  com- 
prennent dans  leur  latitude  qu’une  seule  ra- 
cine de  l'équation  : par  les  principes  de  ce 
même  calcul , on  fait  disparaître  cette  lati- 
tude, et  l'on  parvient  à la  valeur  exacte  de 
la  racine  si  elle  est  commensurable  , ou  au  de- 
gré d’approximation  que  l'on  desire,  si  elle 
est  incommensurable. 

La  théorie  , sur  laquelle  s’appuient  ces  ré- 
sultats, exige  un  certain  développement.  C’est 
en  analysant  le  mode  de  solution  des  équa- 
tions du  troisième  degré , que  j’en  dévelop- 
perai les  principes  et  les  règles.  Il  sera  néces- 
saire d’entrer  dans  des  détails  inutiles  à la  ré- 
solution pratique  des  équations  , mais  im- 
portantes pour  l’exposition  de  la  théorie.  La 
résolution  des  équations  du  quatrième  et  du 
cinquième  degré  servira  à faire  connaître  la 
généralité  de  la  méthode , et  à faire  conclure 
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la  formule  générale  pour  la  résolution  des  équa- 
tions d’un  degré  quelconque. 

Dans  le  calcul  des  inéquations  lès  signes 
> ou  < tiennent  la  place  du  signe  =t=  : ce 
n’est  que  par  le  dernier  résultat  de  l’opération 
qu’on  aboutit  à ce  dernier  signe.  Il  en  résulte 
une  difficulté  relativement  aux  quantités  néga- 
tives qu’il  est  nécessaire  de  résoudre.  Que 
signifient  ces  expressions  x<Z — a,  x^>  — b, 
auxquelles  on  aboutit  souvent  dans  le  calcul 
des  inéquations  ? cela  veut-il  dire  que  l’in- 
connue est  plus  petite  que  la  quantité  <z , pour 
le  premier  cas , et  plus  grande  que  la  quantité 
b,  dans  le  deuxième? Cette  question  tient  à celle- 
ci  ; peut-on  dire  — 3«< — 2 , ou  — 3>  — a? 

16.  Je  considère  l’inéquation  6 — 3<6- — 2: 
il  est  incontestable  que  si  je  retranche  la  même 
quantité  dans  les  deux  membres  de  cette*  iné- 
quation, le  premier  devra  continuer  d’êtrè  plus 
grand  que  le  deuxième,  j’aurai  donc — 3<— ■ hr 
niais,  d’un  autre  côté,  si  j’élève  au  quarré  les 
deux  membres  de  cette  inéquation  , j’auTai 
9<4j  ce  qui  est  absurde.  On  pourrait  con- 
clure delà  que  les  opérations  du  calcul  des  iné- 
quations doivent  conduire  à des  résultats  con- 
tradictoires ; cette  difficulté,  ainsi  que  d’autres 
qui  se  rencontrent  dans  les  rapports  d’inéqua- 
tion des  quantités  négatives,  trouveront  leur 
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solution  dans  le  double  point  de  vue  sous  le- 
quel il  faut  les  considérer  ; on  en  conclura  les 
règles  du  calcul  des  inéquations. relativement 
à ces  quantités. 

Une  quantité  quelconque , considérée  toute 
seule , n’est  ni  négative  ni  positive  ; elle  ne 
peut  être  appelée  négative  que  par  relation 
à une  autre,  qui , par  rapport  à cette  dernière, 
s’appelle  alors  positive . La  relation  de  négatif 
& positif  naît  de  la  soustraction.  En  algèbre 
on  indique  l’opération  de  la  soustraction  à 
faire  par  le  signe  — ; ainsi  l’expression  algé- 
brique a — b se  traduit  en  français  par  : la 
quantité  b doit  être  retranchée  de  la  quantité 
a } jusques-là  point  de  difficulté. 

17.  Maisque  signifie  cette  expression  x~ — o, 
que  donne  souvent  le  résultat  d’une  équation 
simple  ? Il  est  nécessaire  de  considérer  ici  cette 
quantité  négative  sous  deux  points  de  vue 
différens.  D’abord  , si  l’on  veut  considérer  le 
signe  — d’après  le  principe  de  sa  création , il 
faudra  conclure  qu’il  exprime  une  soustraction 
à faire  ; il  faudra  donc  nécessairement  imagi- 
ner une  quantité  qui  n’a  pas  été  exprimée  dans 
le  problème , et  de  laquelle  on  retranche  a , 
autrement  cette  soustraction  serait  absurde , 
en  désignant  cette  quantité  qu’on  peut  appeler 
ineffective  par  v ; il  faudra  considérer  que 
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l’équation  x = — a est  équivalente  à celle-ci 
x = v — a.  v désigne  une  quantité  quelcon- 
que , dont  la  nature  est  de  n’être  pas  expri- 
mée dans  le  calcul. 

Pour  faire  mieux  concevoir  ceci , je  consi^ 
dère  l’équation  x = (b  — a),  le  signe  = ne 
tombe  ni  sur  b ni  sur  a , mais  sur  la  diffé- 
rence de  ces  deux  quantités.  Cette  expression 
annonce  qu’il  faut  que  je  commence  par  sous- 
traire <3  de  b , de  sorte  que  l’action  du  signe  — 
précède  celle  du  signe  = ; et  en  général  l’ac- 
tion d’un  signe  sur  un  polynôme  quelconque, 
ne  tombe  que  sur  le  dernier  résultat  de  toutés 
les  opérations  indiquées  dans  ce  polynôme , 
quelle  que  soit  la  valeur  de  chacune  des  quan- 
tités qu’il  renferme  ; telle  est  la  nature  de 
l’algèbre. 

Si  3 = o,  l’équation  devient  x = a);  en 

continuant  toujours  la  même  considération  j 
le  signe  = gouverne  encore  le  résultat  del 
opérations  à faire  dans  le  polynôme  (o  — a)  ; 
il  gouverne  donc  le  reste  d’une  soustraction. 
La  conséquence  nécessaire  qui  en  résulte , c’est 
que  l’équation  équivaut  à a?  = (r— -a).  Cette 
conséquence  peut  être  regardée  comme  une 
première  interprétation, 

■ : j ' • ■ >•  ■■  : • 

»**•••*  î*  . * "*  t * » *•  . . 
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Des  quantités  métanégatives  et  pronégatives. 

« i|  ...  - 

18.  Ce  n’est  pas  ainsi  qu’on  interprète  les 
résultats  négatifs,  que  donnent  les  équations, 
et  je  suis  loin  de  prétendre  qu’il  faille  se  bor- 
ner à les  interpréter  ainsi  : car  sous  ce  pre- 
mier point  de  vue , la  valeur  de  l’inconnue 
n’exprime  qu’une  quantité  ineffective.  Quand 
on  obtient  pour  x une  valeur  négative,  on  en 
conclut  tout  simplement  qu’il  faut  prendre 
cette  quantité  dans  un  sens  opposé  à celui 
qu’on  lui  attribuait  dans  les  données  du  pro- 
blème. 

Voici  en  quoi  cette  deuxième  manière  d’in- 
terpréter la  valeur  négative  diffère  de  la  pre- 
mière : on  fait  tomber  directement  l’action 
du  signe  = sur  la  quantité  a ; et  ce  n’est 
qu’après  qu’on  considère  et  qu’on  interprète 
le  signe  — qui  l’affecte.  De  sorte  que  l’égalité 
entre  * et  a est  prononcée  antérieurement  et 
indépendamment  du  signe  — . Dans  la  pre- 
mière , au  contraire , on  suit  l’ordre  naturel 
dans  l’action  successive  des  signes  algébriques , 
ce  n’est  que  conséquemment  à l’action  du 
signe  — qu’on  prononce  l’égalité  entre  x et 
le  deuxième  nombre  de  l’équation  ; sa  valeur 
est  prise  dans  le  sens  qu’on  lui  attribuait  dans 
la  question  à résoudre  ; mais  cette  valeur  n’est 
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que  le  restg  de  la  soustraction  v — a ; c’est- 
à-dire  , qu’elle  est  ineffective.  J’exprimerai 
l’équation  négative  , considérée  sous  ce  der- 
nier point  de  vue , de  cette  manière  x—( — a), 
et  j’appellerai  pronégative  la  quantité  ( — a); 
c’est-à'-dire , négative  avant.  Sous  l’autre  point 
de  vue  je  l’exprimerai  par  x = — (a) , et  j’ap- 
pellerai la  quantité  — (a)  métanégative  ; c’est- 
à-dire,  négative  après. 

Pour  rendre  sensible  cette  distinction  par 
un  exemple,  je  l’applique  au  problème  suivant  : 

PROBLÈME. 

t 

V*  1 • , 

' N 

Quatre  joueurs  se  sont  mis  au  jeu  ; le  gain 
du  premier  et  le  \ du  gain  de  celui  des  trois 
autres  = a5  ; le  gain  du  deuxième  et  le  { du 
gain  des  trois  autres  = i4;  Ie  gain  du  troi- 
sième et  le  j du  gain  des  trois  autres  = 8 ; le 
gain  du  quatrième  et  la  moitié  du  gain  des 
trois  autres  =i  i.  On  demande  quel  est  le  gain 
de  chacun  ? 

En  appelant  x , y , z,  u , ces  quatre  incon- 
nues , on  trouvera  par  les  règles  connues  de 
l’algèbre , 

js  = a4  Si  je  considère  d’abord  les  deux 
y = 12  / dernières  valeurs  comme  pronéga- 

z — — a [ tives,  il  sera  nécessaire  que  je  les  ra- 
u = — 6 ] mène  à cette  expression , z = » — a 


♦ 


\ 
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et  m = k — 3.  La  quantité  ineffectjve  v pourra 
être  considérée  exprimant  la  mise  de  chaque 
joueur.  Il  faudra  que  je  traduise  ainsi  les  résul- 
tats de  l’équation  : le  premier  a sa  mise  + 2/j; 
le  deuxième  a sa  mise  + 12  ; le  troisième  a sa 
mise  — 2 ; le  quatrième  a sa  mise  — 6. 

Si  je  prononce  , au  contraire  , l’égalité  entre 
x,y,  z , u et  les  nombres  qui  sont  dans  le 
deuxième  membre  de  chaque  équation  , avant 
d’avoir  égard  à leur  signe,  je  traduirai  ainsi 
la  solution  : x— 24  unités  de  gain,  y— 12  uni- 
tés de  gain  , z=2  unités  de  perte , u=6  unités 
de  perte. 

On  peut  voir  que  dans  les  équations  pro- 
négatives * = (—  a ) , le  signe  — est  une  espèce 
de  proposition  algébrique  qui  indique  une  opé- 
ration à faire  ; au  lieu  que  dans  les  équations 
métanégatives , comme  dans  ce  dernier  point 
de  vue  , le  signe  — est  une  espèce  d 'adjectif 
algébrique  qui  caractérise  la  quantité  qu’il 
affecte.  De  sorte  que  la  quantité  négative  n’est 
plus  une  quantité  à soustraire , c’est  une  quan- 
tité qui  a la  qualité  d’être  prise  dans  un  sens 
contraire  de  celle  qui  est  positive. 

C’est  de  cette  dernière  manière  qu’on  consi- 
dère les  quantités  négatives  ; mais  cette  cou- 
sidération  est  une  véritable  interprétation. 
G’est  une  opération  que  l’on  passe  en  quelque 
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sorte  sous  silence  , mais  qu’on  ne  fait  pais 
moins  ; cette  distinction  serait  inutile , et  même 
futile, -si  l’on  n’avait  egard  qu’aux  équations  } 
c’est  le  rapport  d’inéquation  qui  la  rend  né- 
cessaire. • ‘ ‘ • • v v o 

19.  J’appelle  cette  opération  ejfectuation  t 
parce  qu’on  applique  le  signe  d’égalité  ou  d’iné- 
quation £ une  valeur  effectivev  Alors  il  faut  corn 
sidérer  qu’il  n’y  a ni  le  signe  -4*  ni  le  signe  h**) 
interposé  entre  le  signe  aciet  la  quantité  } ce 
n’est  que  le- apport  d’égalité; entre  x et  cetfce 
quantité  que  l’on  considère  : de  sorte  que  dans 
ce  premier  temps  elle  n’est  ni  positive  ni  néga- 
tive , et  ce  n’est  qu’après  qu;on  considère  cette 
relation. 

On  va  reconnaître  la  nécessité  de  la  distinc- 
tion desquantitéspronégatives  et  métanégatives 
dans  son  application  aux  rapports  d'inéqua- 
tion. Je  reprends  l’i»equation>-*f,3-<— a , (16)  : 
elle  ne  peut  avoir  pour  origine  que  celle-ci 
n — 3<C« — 2 ; dans  cette  dernière , on  compare 
la  différence  de  n— 3 à celle  de  n— a;  le  signé 
d’inéquation  ne  tombe  directemenPhi  sur  le 
nombre  3 ni  sur  le  nombre  »v,  mais  sur  lés 
deux  quantités  qui  expriment  chaque  diffé- 
rence ; en  supprimant  n de  part  et  d’autre  , 
si  je  ne  fais  aucune  effectuation , le  signe  — 
«fectera  les  deux  nombres  3 et  s avant  le  signe 
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d’inéquation  : je  . ne  les  comparerai  encore 
qu’en  conséquence  du  signe  qui  les  précède  ; 
j’aurai  donc  l’inéquation  pronégative*  ( — 3) 
a qui  équivaut  à ih-k3;<#* — 2,  et 
c’est  sous  ce  point  de  vue  seulement  quelle 
est  vraie.  î.  p s 

- Maintenant  si  j’effectue  cette  inéquation , en 
faisant  tomber  soin  signe  directement > sur  les 
deux. quantités  , je;  vois  immédiatement  que 
j’auraiîli’inéqualibu  métanégative  —(3)  > — (2), 
qui  ÿ étant  traduite  littéralement , signifie  d’a- 
bord  3 est plus  grand  que  a;  ensuite  ces  deux 
nombres  doivent  être  pris  dans  un  sens  ou 
dans  une  direction,  négative^  Comme  la  quan- 
tité est  commune  aux  deux  membres , on  ne 
la  considère;  plus  dans  .l’ inéquation  > et  l’on  a 
tout  .simplement  3 > 2. 

- . ?0.  Ën  général , si  j’aboutis  à L’inéquation 

- a<j — b , j’ai  d’abord  — (a)> — ( b ),  puis, 
en  faisant  disparaître  le  signe  négatif  de  part 
et  d.’autre , j’ai  a > b ; mais  séle  premier  mem- 
bre est  que  inconnue,  ou  si  j’aboutis  à l’iné- 
quation x < — b i j’ai  d’abord  par  l’effectua- 
tion  »•>•  — (&)•,  que  j’exprime  ainsi  : 

I.  'nonii-.v  .i';."- 

x — — > b , ou  simplement  x — > b. 

.■  . J • >i » \\  i .T-,iin  1 ; > 

C’est  ainsi  que  j’expriinerai  les  quasi-valeurs 
négatives  effectuées  ou  métanégatives , polir 
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désigner  que  Je  signe  — n’est  plus  intermé- 
diaire entre  le  signe  d’inéquation  et  la  quantité 
qu’il  gouverne.  De  ceci  on  peut  conclure  cette 
première  règle  : 

PREMIÈRE  RÈGLE,  i 


2 1 . Toute  inéquation  dont  les  deux  termes 
sont  négatifs , change  par  son  effectuation  de 
signe  d’inéquation. 

On  peut  observer  que  l’inéquation  — b 
devient  a>ùparla  simple  règle  de  la  transposi- 
tion ; mais  il  est  bon  de  remarquer  que  dans  les 
équations,  on  peut  Changer  les  signes  dans  les 
deux  membres  sans  détruire  l’égalité  ; au  lieu 
qu’ici,  quand  on  fait  cette  opération,  il  faut 
également  changer  le  signe  d’inéquation.  De  là 
suit  cette  règle. 

° .i..,.,  . . , » 

, ' DEUXIÈME  RÈGLE. 


22  .Le  changement  des  signes  additionnels 
dans  lés  deux  membres  (T une  inéquation , ne 
peut  avoir  lieu  qu’avec  le  changement  du  signe 
d’inéquation.  J • 

J’appelle  additionnels  les  signes  -f-  et  — . 
Ainsi  l’inéquation  b — c <.p  — q devient  en 
changeanties  signes  additionnels  c~  b~>q — p. 
Si  je  divise  l’inéquation  — -a  < — b par  — a , 


j’aurai  d’abord  i < , d’où  il  faudra  con- 
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dure  i > — , en  changeant  le  signe  d’inéqua- 
» a 

tion , et  non  pas  i <—  : autrement , il  en  résul,- 
a 

terait  l’ine’quation  a < b , dont  la  direction 
serait  fausse.  De  là  suit  la  troisième  règle. 

TROISIÈME  RÈGLE. 

23.  Si  l’on  change  les  signes  additionnels 
du  numérateur  et  du  dénominateur  d'un  des 
membres  d’une  inéquation , il  faudra  changer 
également  le  signe  d’inéquation. 

Si  j'ai  à multiplier  les  deux  inéquations 
— a > — b et  — c >•  — d l’une  par  l’autre  : en 
effectuant  simplement  la  multiplication , j’au- 
rai l’inéquation  contradictoire  ac^bd.  Il  faut 
donc  les  effectuer  avant  de  les  multiplier  ; on 
aura  d’abord  (a)  <—  (b),  — (c)  < — M>. 

ou  simplement  a<Jb , c<id,  puis  ac<C.bd.  Par 
la  même  raison , si  l’on  a à élever  au  quarré 
l’inéquation  — a> — b%  il  faudra  l’effectuer, 
et  l’on  aura  at<^b'1.  De  là  suit  la  quatrième 
règle. 

QUATRIÈME  RÈGLE. 

a4.  Pour  élever  à une  puissance  paire  une 
inéquation  dont  les  deux  membres  sont  néga- 
tifs , il  faut  auparavant  l’effectuer  en  chan- 
geant son  signe  d inéquation. 
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On  pourrait  objecter  contre  cette  dernière 
règle , qu’elle  peut  conduire  à des  inéquations 
dont  la  direction  serait  fausse,  lorsque  les 
quantités  que  l’on  multiplie  ou  qu’on  élèye  au 
quarré  sont  intrinsèquement  négatives  : par 
exemple,  si  l’on  avait  l’inéquation  a<J> , et 
que  ces  deux  quantités  fussent  intrinsèque- 
ment négatives , elles  seraient  comme  l’iné- 
quation — 5 <—2;  mais  en  les  élevant  au 
quarré , on  aurait  a*  < b1 , qui  équivaudrait  à 
l’inéquation  g<4- 

Mais  il  faut  observer  que  le  calcul  des  iné- 
quations ne  surcomposé  point.  Jamais  il  n’élève 
l’inconnue  ou  les  variables  x,y,  z,  à un  degré 
supérieur  à celui  qu’elles  ont  dans  l’équation 
proposée , comme  on  fait  dans  lès  méthodes 
connues  de  l’algèbre  : toutes  les  opérations  de 
ce  calcul  n’appartiennent  qu’à  la  décomposi- 
tion , et  cette  règle  ne  sert  qu’à  éclairer  la 
théorie  d’après  laquelle  elle  s’opère. 

. 2Ô.  Je  suppose  maintenant  que  j’aye  à 
extraire  la  racine  quarrée  de  l’inéquation  9^>4: 
comme  les  deux  membres  peuvent  être  sup- 
posés positifs  ou  négatifs  à leur  racine , il 
faudra  que  l’on  ait,  d’après  la  deuxième  règle, 

3>a  et  ( — 3 )<(— 2). 

On  peut  remarquer  qu’il  n’y  a changement  dfe 
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signe  Hans  la  deuxième  de  ces  deux  inéqua- 
tions , que  parce  que  les  quantités  sont  pro- 
ne'gatives.  En  général , si  je  veux  extraire  la 
ïacine  de p'<Zq* , j’aurai 

p<q  et  (— />)>(—  q). 

Donc , si  j’aboutis  à une  inéquation  de  cette 
forme  x*  < a , il  faudra  que  j’aye 


1 x<Vae t *>( — Va). 

La  deuxième  de  ces  deux  quasi-valeurs  étant 
pronégative,  équivaut  à x = — < Va  Ces 
deux  quasi- valeurs  répondent  aux  deux  valeurs 
x~V a,  x = — 1/  a,  que  donnerait  l’équation 
x*  — a : les  deux  signes  d’inéquation  rem- 
placent le  signe  =. 

Si  je  suppose  maintenant  que  x soit  == y — bf 
j’aurai 


(y— £)*<a#d’où 


y—b<V  a 
y—b>(—V 


. y<b+V a, 

-ar*y>b-Vâ. 


Si  j’effectue  la  deuxième  de  ces  quasi -valeurs 
avant  la  transposition,  j’aurai^—  b= — < Viz, 
puis  y— b — < V a,  d’où  l’on  conclut  de  même 
y>  b — Va. 


Cela  posé,  si  j’ai  à résoudre  l’équation 


x * — Ajr  + B>o, 


j*aurai  d’abord  ( x — { A )*  > ^ A*  — B , d’où 
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j’ai  les  deux  quasi-valeurs! 


*>  \k-\-V \ A* — B. 
A — V A“ — B. 


De  là  résulte  cette  règle  : 


CINQUIÈME  RÈGLE. 

I ' *11**." 

26.  Le  double  signe  additionnel  db  de  la 
résolution  des  inéquations  du  second  degré , est 
toujours  accompagné  du  double  signe  d’iné- 
quation. 

Cette  règle  est  en  quelque  sorte  la  base  du 
calcul  des  inéquations,  parce  qu’on  ramène  la 
résolution  des  équations  de  tous  les  degrés  à 
une  seule  inconnue  ou  à plusieurs  variables  à 
la  résolution  des  équations  du  second  degré. 

27.  On  peut  maintenant  rendre  raison  du 
résultat  contradictoire  que  l’on  obtient  en 
élevant  immédiatement  au  quarré  les  deux 
termes  de  l’inéquation  (—3)  <( — 2)  , qui  est 
9 <4-  Cette  contradiction  vient  de  ce. que  les 
deux  quantités  dont  on  compare  les  quarrés 
dans  cette  dernière,  inéquation  , ne  sont  pas 
les  mêmes  que  celle  qu’on  compare  dans  l’iné- 
quation pronégative  ( — 3)<( — 2).  Celle-ci 
ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  qu’elle  est  con- 
sidérée comme  v — 3 O — 2 : alors  la  com- 
paraison tombe  sur  les  différences  de  v — 3 
et  de  y — 2 , qui  sont  deux  quantités  ineffecr 
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tives  : au  lieu  que  dans  l’inéquation  contra- 
dictoire 9 > 4 » elle  tombe  sur  les  quarrés  des 
deux  nombres  effectifs  3 et  a . 

28.  On  distingue  deux  espèces  d’inéqua- 
tions : i°.  Celles  qui  renferment  l'inconnue,  et 
qui  servent  à déterminer  sa  quasi  - valeur  ; 
20.  celles  qui  ne  renferment  que  des  quantités 
toutes  connues,  et  qui  sert  k exprimer  la  direc- 
tion d’inéquation  qui  résulte  de  la  relation  des 
coëfficiens  de  l’équation , comme  par  exemple 
l’inéquation  A* — 0 exprime  la  direction 
de  la  relation  des  coëfficiens  de  l’équation  géné- 
rale du  second  degré  , x*  -{-  A x + B = o.  Ces 
espèces  d’inéquations  Correspondent  aux  équa- 
tions identiques  ou  aux  équations  de  condi- 
tion qui  se  présentent  dans  l’analyse. 

Ces  espèces  d’inéquations  se  présentent  assez 
souvent  sous  cette  forme  a > — b , comme 
t>( — 2);  on  peut  les  appeler  inéquations 
positivo-négatives.  Elles  nepeuvent  pas  s’effec- 
tuer comme  quand  les  deux  membres  sont 
également  négatifs  — 1>—  2.  Cette  dernière 
devient  par  l’effectuation  i<a.  Mais  il  n’en  est 
pas  de  même  de  1 > ( — 2) , la  quantité  qui  est 
dans  le  premier  membre  se  compare  dans  le 
second  avec  une  quantité  ineffective , qui  est 
le  reste  de  v — 2.  En  voulant  l’effectuer,  on 
aurait  encore  une  inéquation  positivo-néga- 
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tive  — i<a  ; les  quantités  négatives  dans  ces 
sortes  d inéquations  restent  donc  pronégatives, 
à moins  que  par  la  nature  du  rapport  que  l’on 
considère,  on  doive  considérer  le  signe  négatif 
comme  étranger  à ce  rapport. 

2g.  Pour  prouver  que  l’on  ne  peut  pas  avoir 
l'inéquation  i >— 2 , on  fait  cette  proportion  , 

1 : — 2 ::  — 1 : 4 ; et  l’on  fait  ce  raisonnement  : 
si  le  premier  antécédent  est  plus  grand  que 
son  conséquent  — 2 dans  la  première  raison , 
il  faudra  que  le  second  antécédent  — 2 soit 
aussi  plus  grand  que  son  conséquent;  or,  la 
quantité  positive  4 donne  un  second  rapport 
qui  serait  en  contradiction  avec  le  premier, 
d’où  l’on  conclut  que  ces  espèces  d'inéquations 
ne  peuvent  pas  avoir  lieu , et  ne  sont , selon 
l’expression  de  Carnot , que  des  symboles  algé- 
briques. 

Cette  difficulté  et  d’autres  de  cette  espèce 
proviennent  de  ce  que  dans  les  inéquations 
positivo-négatives , on  ne  distingue  pas  les  cas 
où  la  quantité  est  considérée  conséquemment 
à son  signe  négatif,  et  par  conséquent  comme 
pronégative  , d’avec  les  cas  où  le  signe  négatif 
est  étranger  au  rapport  d’inéquation  que  l’on 
considère,  et  où  par  conséquent  la  quantité 
est  métanéga tive.  Pour  apprendre  a lesdistin* 
guer , il  est  nécessaire  d’analyser  la  nature  du 
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rapport  d’inéquation  , et  de  déterminer  com- 
ment les  différens  signes  algébriques  gou- 
vernent les  quantités  négatives. 

3o.  Les  différens  rapports  sous  lesquels  on 
considère  les  quantités  naissent  du  principe  de 
leur  formation,  et  en  remontant  jusques-là, 
j’observe  que  la  formation  des  nombres , et  en 
général  des  quantités,  se  ramène  à ces  deux 
modes  de  composition,  Y addition  et  la  multi- 
plication ; et  leur  décomposition  aux  deux 
modes  correspondans , la  soustraction  et  la 
division  ou  la  démultiplication.  L’addition  et 
la  soustraction  appartiennent  généralement  aù 
mode  additionnel.  La  multiplication  et  la  dé- 
multiplication au  mode  multiple.  Ces  deux 
modes  sont  en  quelque  sorte  les  deux  pivots 
sur  lesquels  roulent  toutes  les  opérations  des 
mathématiques. 

C’est  d’après  ces  deux  modes  généraux  que 
se  déterminent  les  rapports  des  quantités.  De 
là  le  rapport  que  j’appelle  additionnel  et  le 
rapport  que  j’appelle  multiple , comme  le  dé- 
signe leur  expression  algébrique , qui , pour  le 
premier,  est  a:adkzd,  et  pour  le  second,  a:aq. 
Cette  dénomination  exprime  la  nature  de  ces 
rapports,  ou  le  principe  d’où  ils  émanent.  De 
là  on  a les  proportions  additionnelles  et  fes 
proportions  multiples.  (Le  mot  proportion  dé- 
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signe  égalité  de  rapport.  ) De  là  on  a encore 
les  progressions  additionne  liés  et  les  progrès -1- 
sions  multiples.  ' ' 

3i.  Cela  posé,  je  considère  les  deux’ pro- 
gressions décroissantes,  là  première  addition^ 
nelle,  et  la  deuxième  multiple.  • '‘!l,J“'a 

4,3,2,  #,  o,  — i , 2 , — » 3 , “-'4- » cfdv 

iG,  8,4,2,i,  ï » j v î , t « > ®tc • 

Tous  les  termes  de  la  preipière  suite,  jus- 
qu'à o , sont  des  restes  de  SQu^trajÇtiQng.effqa- 
tuées.  Si  l’on  considère  . que  Les  tefmes\qui 
suivent  o , continuent  à décroître  d’après  le 
même  mode  } ou  si  l’on  considère  que,  Ja,  pro-r 
gression  additionnelle  continue,  après  il  faut 
nécessairement  que  l’on  suppose  une  quantité 
ineffective  de  laquelle  on  continue  .à,  scuts- 
traire , autrement  la  continuation  de  la  pro-r 
gression  serait  absurde.  Par  conséquent  les 
termes  qui  suivent  zéro , spht  pronégatifsi  leur 
valeur  est  ipeffective,  ^t,ils  équivalent  à y-p-.i* 
v 2 , v 3,  etc.  .•riijfî'  h‘ 

Il  est  çla,ir  maintenantjque  chaque  terrça^de 
ces  deux  suites  est  toujours1  plus  grand  que 
celui  qui  le  suit;  on  a donc  également,,  ,•{ 

4>3>a>i>o>(—  i)X— 3)X-*4)  > etc.  . s 
*6>8>4>»>-i>4 >i>f • ;<■'!  <-■  .u 

- v " ‘ * 

Mais  le  rapport  d’inéquation  dps  termes  de  la 

4 
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première  suite  n’est  pas  le  même  que  celui  des 
termes  de  la  seconde , quoiqu’il  soit  exprimé 
en  algèbre  par  le  même  signe  > , et  en  français 
par  le  mot  plus  grand.  Le  premier  appartient 
au  mode  additionnel,  et  le  second,  au  mode 
multiple. 

Des  rapports  d’inéqucdion  additionnels  et 
multiples. 

32.  Il  faut  distinguer  donc  deux  rapports 
d’inéquation;  savoir  : i°.  le  rapport  d’inéquation 
additionnel  ; a0,  le  rapport  d’inéquation  mul- 
tiple. Ainsi  l’inéquation  additionnelle  a>b 
équivaut  à a±=b+ z;  l’inéquation  multiple p~>q 
équivaut  à p = qxz.  Dans  le  calcul  des  iné- 
quations, c’est  toujours  le  rapport  additionnel 
que  l’on  considère.  Ainsi  l’inéquation  *<a 
équivaut  à x — a — z , z est  une  inconnue 
qu’on  n’exprime  pas  dans  le  calcul  des  iné- 
quations, et  qu’on  vient  néanmoins  à bout  de 
faire  disparaître , et  l’on  a alors  la  valeur  de 
la  racine. 

Cette  différence  d’inéquation  s’exprime  dans 
le  langage  quand  on  fait  mention  de  la  valeur 
de  l’inéquation.  Ainsi  Fon  dit  12  plits  grand 
que  3 , sans  spécifier  la'nature  de:  ce  rapport  ; 
mais  l’on  dit  1 2 plus  grand  que  3 de  neuf,  pour 
exprimer  le  rapport  d’inéquation  additionnel , 
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et  12  quatre  fois  plus  grand  que  3,  pour  expri- 
mer le  rapport  d'inéquation  multiple. 

Maintenant  si  je  compare  r aivec  — 2 , et  que 
je  considère  en  même  temps  que  le  signe  — 
gouverne  la  quantité  a avant  le  signe  d'inéqua- 
tion, il  s’ensuivra  que  je  comparerai  la  pre- 
mière quantité  avec  la  deuxième,  en  vertu 
d’une  soustraction  que  le  signe  — indique  ; il 
s’ensuivra  que  l’inéquation  r>( — 2)  est  addi- 
tionnelle : mais  si  je  veux  la  considérer  dans 
le  rapport  multiple,  ce  nouveau  rapport  étant 
étranger  au  signe  soustractif  — qui  précède 
la  quantité  — 2 , il  faudra  que  je  la  considère 
comme  métanégatire,  etj’aura*  i*< — (2).  Dans 
ce  cas,  l’inéquation  étant  en  conséquence  du 
rapport  multiple  , son  signe  doit  gouverner 
immédiatement  les  quantités  r et  a , et  ce  n'est 
qu’après  qu’on  doit  considérer  le  signe  — de 
la  quantité  2. 

Dans  le  rapport  d’inéquation  additionnel  1 
est  plus  grand  que  ( — 2)  de  trois.  Dans  le  rap- 
port d’inéquation  multiple  1 est  plus  petit  que 
— (2),  il  n’en  est  que  la  moitié. 

33.  Je  viens  maintenant  à la  proportion  ci- 
dessus  (45)  i : — 2 ::  — 2:4,  d’après  laquelle 
on  prétend  prouver  que  l’on  11’a  pas  1 > — 2. 
Ou  bien  cette  inéquation  appartient  au  mode 
additionnel , ou  bien  elle  appartient  au  mode 
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multiple  : dans  le  premier  cas,  le  rapport  de  i 
à — 2 étant  additionnel,  ne  peut  se  comparer 
pour  faire  une  proportion  qu’à  un  autre  rap- 
port additionnel  qui  lui  soit  égal.  J’aurai  donc 
la  proportion  additionnelle  i.( — 2:( — a).( — 5). 
Dans  ce  cas,  j’ai  i>( — 2)  comme  ( — 2)>( — 5)  j 
ainsi  il  n’y  a pas  de  difficulté. 

Si  l’inéquation  1 > — 2 appartient  au  mode 
multiple,  le  second  membre  sera  métanégatif, 
et  l’on  aura  alors  i< — (2)  comme  — (a)<4. 
Le  signe  — ne  gouverne  alors  la  quantité  2 
qu’après  la  considération  du  rapport  d’iné- 
quation. 

34.  Pour  rendre  sensible  ce  que  je  viens  de 
dire  par  des  exemples,  je  l’applique  au  pro- 
blème des  joueurs  ci-dessus  (37).  Si  je  compare 
les  gains  et  les  pertes  sous  le  rapport  multiple, 
je  dirai  : i°.  Le  gain  du  premier  = (24)  est 
plus  grand  que  le  gain  du  second  =(12);  20.  la 
perte  du  troisième  = — (2)  est  plus  petite  que 
la  perte  du  quatrième  — — (6)  ; 3°.  le  gain  du 
premier  est  plus  grand  que  la  perte  du  der- 
nier ; 4°.  le  gain  du  second  est  double  de  la 
perte  du  dernier , etc. 

Dans  toutes  ces  expressions,  les  mots  plus 
grand , plus  petit,  ne  tombent  que  sur  des 
nombres  abstraits , indépendamment  de  la 
relation  de  perte  au  gain,  ou  indépendamment 
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des  signes  + ou  — qui  expriment  cette  rela- 
tion , et  qui  ne  se  considèrent  qu’après  le  rap- 
port d’inéquation. 

Mais  si  je  veux  que  le  rapport  d’inéquation 
soit  conséquent  à la  relation  de  la  perte  au 
gain  , ou  aux  signes  additionnels  + et  — , il 
faudra  que  j’employe  d’autres  expressions.  Je 
dirai , par  exemple , ce  qui  reste  au  troisième 
joueur  ( — a)  est  plus  grand  que  ce  qui  reste 
au  quatrième  — 6)  ou  ( — a)>( — 6),  et 
ainsi  des  autres. 

Quand  je  compare  alors  le  plus  grand  gain 
avec  la  plus  grande  perte  , sous  ce  rapport 
d’inéquation  , j’ai  l’inéquation  additionnelle 
s4>(  — 6),  qui  équivaut  à l’équation  24  = 
— 6-j-z.  Si  je  considère  la  même  inéquation 
dans  le  mode  multiple,  le  signe  > tombant 
alors  directement  sur  le  nombre  6,  l’inéqua- 
tion 34  > — (6)  signifierait  que  a4  .est  plus 
grand  que  6 , un  certain  nombre  de  fois  ; elle 
équivaudrait  à l’inéquation  24  =* — (6)  X z. 
Dans  ce  cas-ci  z serait  = 4*  On  voit  évidem- 
ment que  ces  deux  rapports  ne  sont  pas  les 
mêmes , et  qu’ils  ne  doivent  pas  être  confon- 
dus : et  l’on  voit,  en  même  temps,  que  c’est 
sous  ce  dernier  rapport  qu’on  doit  considérer 
i’inéquation  1 >•— 2 dans  la  proportion  ci- 
dessus. 
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Pareillement,  oh  démontre  en  géométrie 
que  la  perpendiculaire , abaissée  sur  le  dia- 
mètre du  cercle  , est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  segmens.  Ce  théorème 
s’applique  indifféremment  aux  deux  perpen- 
diculaires , menées  d’un  même  point  du  dia- 
mètre à la  circonférence  ; ou  à chacune  des 
deux  ordonnées , appartenant  au  même  point  : 
cependant  l’une  de  ces  coordonnées  est  néga- 
tive par  rapport  à l’autre  et,  par  rapport  à 
cette  dernière,  on  peut  faire  une  proportion  qui 
a la  même  forme  que  celle  de  i ; — a::  — a :4; 
mais  dans  la  synthèse  -on  ne  considère  point 
là  qualité  négative  dam  ce  rapport  multiple. 

Par  le  résultat  de  l’analyse,  cm  aboutit  à 
l'équation  ± 4/  a5  — a?%  la  deuxième  va- 
leur est  d'abord  imimdiatement  pronégative; 
mais  si  l’on  veut  la  traduire  en  une  proportion 
multiple  , on  l’effectue  , en  considérant  sa 
propriété  d'être  négative,  comme  une  qualité 
■dont  on  lait  abstraction  pour  le  rapport  que 
l’on  iwut  considérer  ; et  ob  fait  alors  la  pro- 
portion comme  on  la  fait  quand  ou  commence 
par  la  synthèse. 

i II  faut  considérer  que  les  résultats  de  l’ana- 
lyse donnent  généralement  tous  les  points 
de  vue  souvs  lesquels  on  peut  considérer  l'in- 
connue ; mais  dans  la  synthèse  on  ne  consi- 
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dère  qu’un  seul  rapport  à la  fois.  Dans  cet 
exemple , quand  on  considère  la  double  ordon- 
née au  cercle,  sous  le  point  de  vue  qu’elle  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  seg- 
mens  faits  sur  le  diamètre  , on  n’a  pas  égard  si 
elle  est  prise  positivement  ou  négativement 
et  quand  on  s’occupe  de  ce  dernier  point  de 
vue,  on  ne  s’occupe  pas  de  l’autre. 

En  général , dans  la  synthèse  on  ne  consi- 
dère que  successivement  les  différentes  rela- 
tions , dont  les  quantités  sont  susceptibles  ; et 
les  résultats  de  l’analyse  présentent , à la  fois , 
ces  différentes  relations. 

35.  Je  reprends  la  série  additionnelle  ci- 
dessus  (3i). 

. . .4>3>2>i>o^> — — 3> — 4 etc- 

qui  ne  continue  de  décroître  au-delà  de  zéro, 
que  parce  que  les  termes  qui  suivent  sont  pro- 
négatifs , et  que  le  signe  d’inéquation  tombe 
sur  le  reste  ineffectif  d’une  soustraction  indi- 
quée. 

Si  l’on  veut , maintenant , que  la  série  ne , 
soit  composée  que  de  termes  effectifs , il  fau- 
dra nécessairement  qu’elle  s’arrête  à zéro  ; les 
termes  qui  suivent  seront  métanégatifs  ; leur 
signe  d’inéquation  changera  d’après  la  pre- 
mière règle  : il  en  résultera  une  autre  série 
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qui  sera  la  même  que  la  première  , à l’excep- 
tion qti’elle  sera  croissante,  en  faisant  abstrac- 
tion du  signe  — ; ainsi  elle  se  partagera  en 
suites  opposées , 

. . .4>3>a>i>o< — (iX — (2)< — (3)< — (4)  etc. 

t *•  t • 

ou  bien  (20).  ..o — <1 — <2 — <5 — <4  etc* 

36.  Supposons,  maintenant,  que  l’on  di- 
vise une  quantité  quelconque  , a ou  l’unité 
par  la  série  additionnelle  ci-dessus , prolongée 
au-delà  de  zéro  ; en  la  considérant  toujours 
décroissante  au-delà  de  ce  terme  , les  quotiens 
iront  donc  toujours  en  croissant  : on  aura  donc 


ï ^1  ^,1 

‘ 4<3<2<7<ô<(^)<(^)<(=3) 


etc. 


Dans  cette  série,  la  première  partie  jusqu’à 

- ne  fait  pas  de  difficulté  ; mais  en  continuant  la 

l 

série  au-delà,  il  en  résulte  une  absurdité  ; car 

>:  i • . • - 

1 1 „ 

en  comparant  -.avec  , on  a d une  part 

o (—2) 

- < ; ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  l’on 

o (—2)  4 ' . 

a dit  ci-dessus  ; câr  on  tire  de  là  — 2 < 1 , 

6 — 2 <6  + 1. 

Mais  si  au  lieq  de  - — - — - on  prend ex- 

( — 2)  r 2 

pression  qui  se  confond  avec  la  première  dans 
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le  stile  algébrique , j’aurai  7 < — { : ce  qui  est 
absurde  et  contradictoire  avec  — 2 < r . 

Pour  résoudre  cette  difficulté,  il  faut  con- 
sidérer que  la  première  partie  , composée  de 
quantités  positives  7,7,7  etc. , est  une  série 
qui  appartient  au  système  multiple;  c’est  une 
suite  de  quotiens  que  l’on  compare  et  non  une 
suite  de  différence  ; or  une  série  multiple  ne 
passe  jamais  de  positif  à négatif  : c’est  l'opé- 
ration soustractive  qui  appartient  au  mode 
additionnel  qui  fait  passer  de  l’une  à l’autre. 
Je  prends  , pour  exemple  , la  série  la  plus 
simple,  appartenant  au  mode  multiple. 


n. . . 16,  8,  4>  2 , 1 


x 1 
I 4> 


— — — ptc 

4 14 


Elle  a pour  limite  dans  la  direction  décrois- 
sante o,  à laquelle  elle  ne  peut  pas  parvenir , et 
pour  limite  opposée  7.  Toutes  les  séries  mul- 
tiples ne  diffèrent  de  celle-là  que  parce  que 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs  suivent 
des  lois  différentes  : d’où  résulte  une  suite  de 
quotiens  qui  forment,  par  leur  nature,  une 
série  dans  l’ordre  multiple  ; et  leur  rapport 
d’inéquation  n’appartient  également  qu’à  l’or- 
dre multiple.  * 

Par  conséquent,  la  série  ci-dessus  se  termine 
à la  limite  7,  et  les  termes  qui  suivent  appar- 
tiennent à une  autre  série  prise  dans  un  sens 
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opposé  ; c’est-à-dire , que  la  série  des  dénomi- 
nateurs est  métanégative , et , par  conséquent , 
en  considérant  les  termes  qui  sont  au-delà 
de  j sous  le  rapport  d’inéquation  , ils  doivent 
être  considérés  comme  métanégatifs.  Par  con- 
séquent, la  série  ci-dessus  se  partage  en  deux  , 
au  terme  où  les  dénominateurs  commencent 
à devenir  négatifs  , et  l’on  a 

• * • e,c- 
' V < 

On  peut  observer,  i°.  que  la  série  ci-dessus 
ne  conservait  la  même  direction  d’inéquation  , 
dans  son  prolongement  au-delà  du  terme  7 que 
parce  qu’elle  équivaut  à celle-ci. 


Dans  cette  considération  les  termes,  où  se 
trouve  le  signe  — , en  supposant  v = o , ne 
sont  pas  7,77  etc.  pris  ensuite  négativement, 
dans  ce  cas  l’action  du  signe  de  la  division  ne 
tombe  que  sur  les  différences  v — a,r  — 3etc. 
et  non  pas  sur  les  nombres  2,3,  etc.  Ce  n’est 
que  par  leur  effectualion  qu’on  fait  tomber  son 
action  immédiatement  sur  ces  nombres  ; ce 
n’est  donc  qu’en  les  rendant  métanégatifs.  Il 
faut  donc  que  le  signe  d’inéquation  change , 
et  il  en  résulte  une  autre  série  semblable  à la 
première  ; mais  qui  croît  dans  un  sens  opposé. 
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OJ.  On  peut  observer  en  second  lieu,  que 
la  limite  de  la  première  de  ces  deux  séries  ^ est 
immédiatement  contiguë  à la  limite  — (£)  de 
la  série  suivante  qui  lui  est  opposée.  On  voit 
alors  que  4es  deux  extrêmes  se  touchent , ce 
qui  doit  être.  Il  en  est  de  même  des  deux  tan- 
gentes qui  ne  diffèrent  que  d’une  quantité  infi- 
niment petite  de  la  tangente  de  l’angle  droit , 
l’une  en-deçà,  l’autre  au-delà  ; la  première  est 
un  infiniment  grand  positif , et  la  seconde,  un 
infiniment  grand  négatif.  L’expression  de  la 

■ t . sm. a | ».  z 

tangente  étant  — ■*- , est  pour  la  première  - , 
cos  .a 

et  pour  la  seconde  — ^ ou  — la  tangente 
effective  qui  suit  immédiatement  celle -5,  est 
celle  — (;). 

On  voit  maintenant  la  solution  de  la  diffi- 
culté dont  il  ^agit  : la  série  devant  s’arrêter  à 
la  limite  £ , on  n’a  pas  | , mais  l’on  a 

> — (t)  , d’où  — (3)  > i , alors  on  ne  peut 
plus  se  servir  de  l’inéquation  6 — 3<6+  1 pour 
prouver  le  contraire  ou  o — a <0  + 1 ; car  dans 
ce  dernier  cas , le  signe  d’inéquation  ne  gou- 
verne pas  2 , mais  la  différence  o — a ; au  lieu 
que  dans  — (a)>i , il  tombe  directement  sur 
les  deux  quantités  a et  i. 
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Des  logarithmes  des  quantités  négatives. 

38.  La  distinction  des  quantités  pronéga- 
tives et  métanégatives,  donne  aussi  la  solution 
de  la  difficulté  que  présentent  les  logarithmes 
des  quantités  négatives. 

Le  logarithme  d’un  nombre  est  l’exposant 
de  la  puissance  à laquelle  il  a fallu  élever  un 
nombre  fixe , qu’on  appelle  base  logarith- 
mique , pour  qii’il  en  résulte  le  nombre  pro- 
posé. Ainsi  dans  l’équation  cx==y,  x désigne 
le  logarithme  de^;  et  l’on  a également  x = Ly. 
L’expression  iox=y  est  celle  des  logarithmes 
des  tables , parce  qu’on  a pris  pour  base  le 
jiombre  io. 

Si  j’aboutis  à une  équation  quelconque 
a*=b,  pour  la  soumettre  au  calcul  logarith- 
* inique,  je  considère  a comme  june  base  loga- 
rithmique particulière  à cette  équation  ; je  la 
ramène  à la  base  générale  en  faisant  io x=b, 
d’où  l'on  a a*—  iox;  puis.  La*=  Liox,  d’où 
x =z  La  ; puis  l’équation  i ox=  b donne  z —Lb, 
L b 

d’où  z = - — . Par  cette  opération,  on  exprime 
La 

z ou  le  logarithme , qui  a pour  base  particu- 
lière la  quantité  a en  logarithmes,  qui  ont  pour 
base  la  base  générale  10. 

Ainsi , on  ramène  par  ce  moyen  toutes  les 
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quantités  exponentielles  à l’expression  io*==  n , 
ou  plus  généralement  Bx=y,  en  appelant  B 
la  base  quelconque  que  l’on  adopte  pour  y 
ramener  toutes  les  autres  particulières. 

Maintenant  que  signifie  l’expression  x=;L— a? 
elle  naît  de  l’équation  Bx= — a.  Or,  si  l’on  con- 
sidère que  la  quantité  négative  — a est  le  ré- 
sultat de  B%  et  que  l’on  a B*  = ( — a)  , cette 
équation  est  absurde.  Il  est  impossible  que  la 
base  B,  qui  de  sa  nature  est  positive,  ou  plutôt 
qui  n’est  ni  négative  ni  positive , parce  que  ce 
n’est  pas  sous  cette  relation  qu’on  la  consi- 
dère; il  est  impossible  , dis-je  , que  cette  base 
élevée  à une  puissance  x quelconque , puisse 
donner  un  résultat  négatif  eu  conséquence  de 
cette  puissance  , ou  un  résultat  pronégatif 
( — a),  d’où  l’on  conclut  que  le  logarithme 
d’une  quantité  pronégative  L( — a)  est  une 
quantité  imaginaire  ou  impossible. 

3g.  Au  lieu  de  tirer  cette  conséquence,  je 
considère  que  la  relation  de  négatif  à positif 
est  étrangère  au  principe  de  la  création  des 
logarithmes , et  j’en  conclus  que  dans  l’équa- 
tion Bx— — a le  signe  négatif  qui  précède  a 
est  étranger  au  résultat  que  peut  donner  B*, 
et  que  par  conséquent  la  quantité  — a est 
métanégative , d’où  l’on  a x — h — (a) , et  non 
pas  x = L( — a)  ; c’est-à-dire  que  le  signe  loga- 
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rithmiqueLgouverne  immédiatement  la  quan- 
tité a indépendamment  de  son  signe  négatif, 
comme  dans  le  rapport  multiple  i : — (a).  Le 
signe  : qui  exprime  le  rapport  multiple,  agit 
immédiatement  sur  le  nombre  2 indépendam- 
ment de  son  signe. 

Pour  développer  cette  conséquence , je  con- 
sidère d'abord  qu’une  quantité  exponentielle 
quelconque, comme  â*=6,'peut  avoir  lieuavec 
a intrinsèquement  négatif,  comme  ( — 2)+=i6; 
je  puis  encore  avoir  ( — 2 )3  — — b,  etc.  Or, 
par  cela  même,  que  je  ramène  toutes  ces  bases 
logarithmiques  particulières  négatives  ou  posi- 
tives à la  base  générale  Bx,  qui  est  positive, 
ou  plutôt  qui  est  étrangère  à la  relation  de 
positif  à négatif,  il  est  nécessaire  que  je  fasse 
abstraction  du  signe  négatif  de  ces  bases  par- 
ticulières , ou  que  je  ne  le  considère  qu’après. 
Je  ne  puis  considérer  les  deux  quantités  expo- 
nentielles Bx  = az  que  par  ce  qui  leur  est  com- 
mun; il  faut,  donc  que  je  fasse  abstraction  du 
signe  négatif  de  la  base  particulière.  Il  est  donc 
en  général  de  la  nature  des  logarithmes  de 
faire  abstraction  du  signe  négatif  de  toutes  les 
bases  particulières  que  l’on  ramène  à la  base 
générale. 

4o.  C’est  aussi  de  cette  manière  qu’on  con- 
sidère les  logarithmes  dans  les  différentes  opé- 


DU  CALCUL  DES  INÉQUATIONS.  63 


rations  du  calcul.  Je  suppose  d'abord  x'  = a *, 
j’ai  de  là  Lx  = Im;  je  devrais  avoir  JjX  = Ldha. 
Car  si  j’extrayais  auparavant  la  racine,  j’aurais 
d’abord  x = ±a,  puis  Lx  = L d=.a.  En  second 
'lieu,  si  j’ai  x'  — — aa,  la  valeur  est  imagi- 
naire, et  j’ai  L*  = L — a.  Mais  si  j’ai  x3= — 
j’aboutirai  de  meme  à Lx  =L — a , quoique  la 
valeur  de  x soit  réelle  ; cette  difficulté  n’aura 
pas  lieu  en  faisant  Lx  = L — (u).  On  a d’abord 
le  logarithme  de  l'inconnue  indépendamment 
de  son  signe , et  c’est  tout  ce  que  peut  et  doit 
exprimer  un  logarithme. 

Je  suppose  à présent  la  base  connue.  Si  j’ai 
par  exemple  ( — ^y=zb,  en  donnant  d’abord 
différentes  valeurs  à x , j’aurai  ( — 2)’  = — 2, 
(—  a)‘  = 4,  (—  3)s  = — 8,  (—2)*=  16,  etc. 
En  traitant  cette  équation  par  les  logarithmes, 


j’aurai  x = > T**  donnerait  pour  tous 

ces  cas  une  valeur  imaginaire  pour  x , si  l’on 
avait  égard  au  signe  négatif  de  la  base,  tandis 
qu’elle  serait  paire  pour  tous  les  cas  où  x serait 
un  nombre  pair.  Que  serait-elle  pour  tous  les. 
cas  où  x serait  un  nombre  incommensurable? 
Il  est  donc  essentiel  que  le  signe  négatif  soit 
étranger  à la  considération  logarithmique. 

4l.  En  outre,  si  j’ai  B1  = — a,  j’aurai 
x = L — a;  mais  en  élevant  les  deux  membres 
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au  quarré,  on  a B*x=a*,  d’où  x — ha.  Ainsi 
La  = L — a,  ce  qui  est  vrai,  parce  que  le  signe 
logarithmique  L ne  gouverne  absolument  que 
la  quantité  a indépendamment  de  son  signe  , 
et  l’on  a La  — L — (a).  C’est  ainsi  que  le  rap-* 
port  multiple  i : — (2)  est  le  même  que  1:2. 

42.  Il  faut  bien  distinguer  la  considération 
des  puissances  d’avec  celle  des  logarithmes. 
Quand  j’aboutis  à l’équation  xn  — — b,  si  la 
considérant  comme  puissance,  je  veux  en  avoir 


la  racine,  j’ai  x — \/ — b;  le  signe  du  radical 
affecte  directement  la  quantité  en  conséquence 
de  son  signe,  parce  que  l’élévation  de  la  puis- 
sance est  formée  de  même  , et  il  faut  que  dans 

cette  équation  x = Vr — b,  l’inconnue  x repré* 
sente  en  nombre  et  en  signe  la  même  quantité 
qui  est  dans  l’autre  membre.  Toutes  les  fois 
que  cela  ne  se  peut,  comme  dans  les  puis- 
sances paires , on  en  conclut  que  la  racine  est 
imaginaire. 

Mais  si  je  ramène  l’équation  ax=b  à la  con- 


sidération logarithmique  * = — la  valeur  x 

ne  peut  représenter  que  le  nombre  de  fois  que 
a est  multiple,  pour  qu’il  en  résulte  la  quantité 
b indépendamment  du  signe  additionnel  de  a 
et  de  ù,  parce  qu’on  ramène  cette  base  a à une 
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autre  étrangère , à la  considération  de  négatif 
à positif. 

43.  Pour  éclaircir  cette  théorie,  il  est  néces- 
saire d’exposer  ici  la  démonstration  par  laquelle 
on  fait  voir  que  les  logarithmes  des  quantités 
négatives  sont  imaginaires  ; on  verra  comment 
cette  difficulté  s'évanouit,  ou  plutôt  comment 
cette  démonstration  se  concilie  avec  ce  que 
l’on  vient  de  dire. 

On  a,  d’après  Euler,  la  série  suivante  : 


zV — l 


z'V'  —l 


I 1.2  1.2.3 

= cos.  z y/  — i sin.  z , 


i. 2.3.4 


-h,  etc. 


d’ou.. . x i =L(cos.  s + V — » sin.  *). 

En  appelant  -a-  la  demi-circonférence , si  Ton. 
fait  z = (2^4-i)'5r,  h étant  un  nombre 
entier  quelconque , on  aura  pour  toutes  les 
valeurs  de  k sin.  z = o,  cos.z=  — i.  Donc 
(a*+i)  v 1/ — 1 =L — 1 . Ainsi  le  logarithme 
de  — 1 a une  infinité  de  valeurs  toutes  imagi- 
naires. 

D’après  cette  démonstration , il  suit  encore 
que  les  logarithmes  des  quantités  positives  ont 
aussi  une  infinité  de  valeurs  dont  une  seule 


est  réelle.  En  effet,  supposons  que  z — ^ktf. 
La  formule  z\/  — 1— L(cos.z4-  V — isin.z)  don- 
nera pour  toutes  les  valeurs  de  k^xk^y/  — i=Li, 
la  seule  valeur  réelle  qu’ou  obtiendra  pour  Lj 

5 
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sera  en  faisant  /t  = o.  Toutes  les  autres  valeurs 
de  k donneront  pour  Li  des  expressions  ima- 
ginaires, et  il  pourra  y en  avoir  une  infinité. 

44.  Pour  faire  voir  où  aboutit  cette  démons- 
tration, au  lieu  de  donner  à z la  valeur  & de 
la  demi-circonférence , multipliée  successive- 
ment par  les  nombres  o , i , 3 , 5 , y , etc.  je  lui 
dpn.ne  la  valeur  q du  quadrant  multipliée  suc-1, 
cessivement  par  les  mêmes  nombres  o , i , 3 » 


3 , /Ç.  f 5 ; etc. 

La  formule 

Bc^=7...=  co3S+ t sin*  \SV — 


donne. 


ftfo.jy'—  i _ 

o.qV — i. 

I ü*  ..... 

1 1.}^— •• 

— 1 • 

yqV  — ». 

1 — — y/”  • • d’oùa 

hqV-i. 



\qV—l. 

/B^:rr...==v/=ï 

|5  qV — 1. 

”...== — i n ......  j 

6 qV — I. 

d’où 

rL(cOS  * -J-  — isin  a) 

,.=Li 
= L V/=ï 
..=L — i 

» 

.=  Li 

—LV~\ i 

,.=L— -i 


Maintenant , en  ne  considérant  que  les  va- 
leurs de  cos  z , qui  est  la  partie  rationnelle 
de  L(cos«  + 1/—-Ï  sin  z), lorsque  l’arc  du  pre- 
mier quadrant  ne  vaut  encore  que  zéro,  le  cosi- 
nus ___  x i pUis  décroît  et  devient  zéro  lorsque 
z vaut  le  premier  quadrant  tout  entier  ; il  con- 
tinue de  décroître  à proportion  que  l’arc  croît 
au-delà  du  premier  quadrant  ; enfin  ce  cosi- 
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nus  =—  t quand  z acquiert  la  valeur  de  deux 
quadrans. 

Si  j imagine  cette  suite  de  de'croissemens', 
composés  de  dixièmes  ; elle  formera  la  série 
additionnelle 

+ I +0,9+0, 8+0,7. . +0, 1 +0,— — O,  ! -0,2 o,9  — I 

qui  correspond  à l’accroissement  successif  de 
l’arc  depuis  zéro  jusqu’à  deuï  quadrans  ; or 
pour  cela  même , que  l’on  continue  de  faire 
croître,  dans  la  même  direction  , la  valeur  de 
* après  qü’elIe  a acquis  celle  du  premier  qua- 
drant, qui  correspond  à cosinus  = 0;  il  s’en- 
suit que  les  valeurs  correspondantes  du  cosinus 
doivent  continuer  de  décroître  dans  la  même 
direction,  après  le  terme  zéro  ; c’est-à-dire,, 
que  ses  valeurs  doivent  être  pronégativ'es.  ; ’ 

Il  s ensui£,  d’après  cette  considération  que 
l’on  a ^-.=C__0  et  ^l/^7=L(-4h 
C est-à-dire  , que  les  logarithmes  des  quantités 
précédées  du  signe  — sont  des  logarithmes  de 
-quantités  pronégatives,  et,  sous  ce  point  de 
vue,  ils  sont  imaginaires.  1 " ,x 

45.  Mais  maintenant  si  l’on  considère  les 
valeurs  négatives  des  cosinus  comme  rnétané- 
gatives,  la  suite  de  ces  décroise  mens  s’arrêtera 
à zéro  (36)  ; puis  c’est  la  même  série  qui  com- 
mence à Croître  au  lieu  de  décroître  , ou  qui  a 
une  direction  d accroissement  contraire  à la 
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première.  Par  une  conséquence  nécessaire,  l’ac- 
croissement de  l’arc  s’arrête  aussi  au  premier 
quadrant  : ce  sera  ensuite  le  second  quadrant, 
et  non  pas  le  même  arc , continuant  de  croître 
au-delà  du  premier  ; ce  sera , dis- je,  le  second 
quadrant  tout  seul , qui , commençant  par  sa 
valeur  toute  entière  q , décroîtra  jusqu’à  zéro , 
tandis  que  les*valeurs  métanégatives  corres- 
pondantes du  cosinus  croîtront  depuis  o jus- 
qu’à-—(i),  ou  jusqu’à  i métanégatif.  Le  troi- 
sième quadrant  commencera  par  o.q,  et  croîtra 
jusqu'à  q,  tandis  que  le  rayon  métanégatif 
décroîtra  depuis  — (i)  jusqu’à  zéro,  lequel 
terme  correspond  au  degré  q du  troisième 
quadrant.  Il  en  sera  de  même  du  quatrième. 
Çe  que  je  dis  du  cosinus,  s’applique  aux  valeurs 
du  sinus  affectées. de  l’expression  imaginaire 

* J’ai  donc,  en  reprenant  la  formule, 


cos.*-f-l/ — isin.* 

j 

— i + o 

o + y/ — i . . . 
O + V — I. . . 

— 1 + O 

— i + o 

. O V I . . . 

0 — v — 1 . . . 

1 -po ......  . 


J d’oà  zV — i=L(cos.  — isin 

f o.gV — i=Li  =o, 

1 qV — »=Lt/— ■ i, 

f gl/-i=Ly/— t, 

\ o.qV — l=L — (i)..=o, 

{o.q\Z- — i = L — (î). . . = o, 

—l , 

f qV^\  — L —y/ — i , 

l QqV j— L i =o. 
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On  voit  qu’en  ramenant  les  résultats  négatifs 
de  aux  quantités  métanégatives , toutes 

les  quantités  qui  peuvent  résulter  de  cette- 
expression  sont  en  partie  réelles  et  en  partie 
imaginaires,  et  qu’elles  sont  entre  les  limites 
sfc(i)  et  dt.  \/ — 1.  Alors  on  n’a  plus  pour  Li 
une  infinité  de  valeurs  outre  sa  valeur  = 0, 
alors  t — 1 n’est  pas  imaginaire.  C’est  L — (1) 
qui  est  la  même  chose  que  L i , parce  que  le 
signe  — n’est  considéré  qu’après  la  relation 
logarithmique. 

46.  Or,  maintenant,  en  exprimant  la  suite 
des  valeurs  de  la  quantité  exponentielle  B*^-* 
en  fonctions  de  valeurs  trigonométriques , ces 
valeurs  quand  elles  sont  négatives  doivent  être 
métanégatives.  Les  Cosinus  du  second  et  du 
troisième  quadrant , les  sinus  du  troisième  et 
du  quatrième,  etc.  sont  effectifs  dans  le  cercle  ; 
ils  sont  donc  métanégatifs , et  leur  direction 
en  sens  contraire  des  cosinus  et  des  sinus  des 
autres quadrans  exprime  leur  quantité  métané- 
gative.  Ainsi  au  lieu  de  dire  sin.  a,  sin.fi’-f  o), 
sin. (2’+ a) , etc.  il  faut  dire  sin.  ( a du  premier 
quadrant),  sin. (a  du  second  quadrant).  On 
peut  leur  donner  la  notation  sin.  at  ou  sin.  a 
simplement,  puis  sin. a,,  sin.a#,  etc.  cos. a,, 
cos.  a% , cos.  , etc.  les  chiffres  2,3,  etc.  dé- 
signent dans  quel  quadrant  l’arc  est  psis. 
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Donc  dans  cette  démonstration  il  n’est  ques- 
tion que  de  quantités  métanégatives , d’autant 
plus  d’ailleurs  qu’on  ne  s’occupe  que  des  quan- 
tités métanégatives  dans  l’ordre  multiple;  donc 
dans  la  progression  successive  des  valeurs  que 
l’on  donne  à l’exposant  de  , il  faut  s’ar- 
rêter à de  la  même  manière  que  dans  la 

série  multiple. 


On  s’arrête  au  terme  i , où  la  progression 
des  dénominateurs  passe  du  positif  au  négatif, 
pour  recommencer  la  même  suite,  vue  en  sens 
contraire. 

On  ne  peut  donc  pas  démontrer , par  le  rai- 
sonnement ci-dessus,  que  les  logarithmes  des 
quantités  négatives  est  imaginaire.  Et  la  longue 
discussion,  qui  a eu  lieu  sur  cette  question, 
vient  de  ce  qu’on  a fait  usage  des  quantités  pro- 
négatives et  métanégatives  , indifféremment 
et  sans  les  distinguer  comme  il  est  nécessaire 
de  le  faire. 

Les  logarithmes  hyperboliques  sont  con- 
formes à la  théorie  qu’on  vient  de  développer , 
parce  que  les  quantités  négatives , qui  s’y  trou- 
vent , sont  de  leur  nature  métanégatives.  . 

47.  En  général , toutes  les  valeurs  géomé- 
triques qui  s’expriment  par  une  direction  con- 
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traire  à celles  des  quantités  positives,  sont  de 
leur  natûre  métanégatives,  parce  qu’elles  sont 
effectives. 

Si  j’ai  à retrancher  la  ligne  CB  de  la  ligné  AB 

D A C*  C 

F B 

je  pourrais,  après  avoir  posé  la  ligne  AB=a, 
retrancher  de  cette  longueur  la  ligne  AC'— b, 
ou  bien , en  partant  de  l’extrémité , retrancher 
également  CB  = b , il  me  resterait  dans  le  pre- 
mier C'B,  et  dans  le  deuxième  AC,  qui  ont 
la  même  valeur  ; mais  dans  le  premier  cas  la 
soustraction  est  vicieuse , parce  que  l’on  change 
l’origine  des  valeurs  qui  se  trouve  après  la  sous- 
traction transportée  en  C'.  Il  est  donc  néces- 
saire , par  la  nature  de  la  soustraction  géomé- 
trique , que  l’on  fasse  partir  la  quantité  néga- 
tive de  l’extrémité  B , et  qu’on  lui  donne  une 
direction  d’accroissement , contraire  à la  direc- 
tion positive  : par  cette  disposition  la  sous- 
traction est  effectuée. 

Si  la  ligne  CB,  à retrancher , est  plus  grande 
que  la  ligne  positive  AB , il  sera  nécessaire 
qu’elle  continue  sa  direction  en  deçà  du  point 
A vers  D.  De  sorte  que , si  l’on  a a-—  b=s— c , 
la  quantité  négative  — ( ct)  sera  exprimée  par 
la  ligne  AD  , ayant  une  direction  contraire  à 
la  positive  : elle  sera  effective  , elle  sera  donc 
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métanégative.  Pour  avoir  une  quantité  proné- 
gative, qui  eût  par  conséquent  la  même  di- 
rection que  la  ligne  AB  , il  faudrait  remonter 
l’origne  vers  un  point  ineffectif  F , on  aurait 
FA  = v , et  la  quantité  ( — c)  = v — c serait 
FA— AD  = FD  , quantité  ineffective. 

RÉSUMÉ. 

, ' • r 

48.  En  géftéral , toutes  les  quantités  que 
l’on  considère  dans  le  calcul , et  qui  sont  néga- 
tives , sont  par  cela  même  métanégatives.  Ce 
n’est  que  pour  les  rapports  d’inéquation  dans 
le  mode  additionnel  qu’on  a besoin  de  consi- 
dérer les  quantités  pronégatives.  Iæs  inéqua- 
tions n — 3 < n — a produisent  celles  de  la  for- 
me — 3< — a qui  nécessitent  la  conception 
des  quantités  pronégatives  , d’après  laquelle 
la  comparaison  ne  tombe  pas  sur  les  quantités 
précédées  du  signe  — , mais  sur  des  quantités 
ineffectives  qui  sont  étrangères  à celles  que 
l’on  considère  dans  le  calcul.  C’est  pourquoi 
Carnot  les  appelle  symboles  algébriques.  La 
synthèse  ne  crée  point  de  quantités  proné- 
gatives, elles  naissent  du  résultat  de  l’analyse, 
comme  x — ( — a)  ; mais  dans  les  équations 
elles  ne  souffrent  aucune  difficulté,  on  les  fait 
a?  = — ( a ) sans  concevoir  antérieurement  la 
conception  pronégative  * = ( — a).  Sans  le& 
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rapports  d’inéquation  , cette  conception  anté- 
rieure serait  futile  et  chimérique  ; mais  elle  est 
nécessaire  pour  expliquer  les  difficultés  qui  se 
rencontrent  dans  les  rapports  des  quantités 
négatives  ; elle  est  nécessaire  dans  le  calcul  des 
inéquations,  où  l’analyse  donne  souvent  des 
résultats  de  la  forme  x < ( — a ) , qui  sont  im- 
médiatement pronégatifs  ; mais  que  l'on  effec- 
tue en  faisant  x— — ou  x — ~J>a. 

CHAPITRE  III. 

De  la  résolution  des  équations  algébriques  du 
troisième  degré. 

4 q.  Les  formules  que  l’on  obtient  pour  la 
résolution  des  équations  sont  assez  simples; 
mais  comme  je  me  propose,  dans  ce  chapitre  , 
de  développer  la  théorie  du  calcul  des  inéqua- 
tions , il  est  nécessaire  d’entrer  dans  certains 
détails  inutiles  pour  la  résolution  pratique  des 
équations,  et  néanmoins  indispensables  pour 
éclairer  cette  théorie.  Ce  chapitre  contient 
deux  modes  de  solution , le  premier  est , à pro- 
prement parler,  purement  théorique  ; il  sert 
de  base  au  deuxième  mode  : ce  dernier  s’appli- 
que généralement  à tous  les  cas.  Je  l’appellerai 
mode  de  solution  double , et  le  premier  mode 
de  solution  simple  : on  verra  les  raisons  de 
cette  dénomination. 
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PREMIÈRE  SECTION. 

Premier  mode  de  solution , ou  mode  de  solu- 
tion simple. 

Ce  premier  mode  de  solution  renferme  deux 
méthodes  qui  conduisent,  l’une  et  l’autre,  à 
la  valeur  de  la  plus  petite  racine  de  l’équation 
par  deux  directions  opposées.  Il  est  nécessaire 
de  développer  ces  deux  méthodes  successive- 
ment^ avant  de  traiter  le  mode  dç  solution 
double. 

Première  méthode  de  solution  simple. 

5o.  Soit  proposé  de  résoudre  l’équation  gé- 
nérale du  second  degré 

x3  + A x%  + B x C =o. 

J’imagine  cette  équation  formée  par  le  produit 
des  deux  facteurs  • 

(^+/>)(**  + PJf+Sr)=o. 

En  les  multipliant  et  comparant  le  résultat  à 
la  proposée,  j'ai  d’abord 

i . *3  + P**  + Q*  1 

•4-p**  + pP*  + pQj°’ 

\ 

J 

d’où  j’obtiens  les  trois  équa- 
tions auxiliaires 


-j  A=  P + p 
U^Q+Pp, 
J C = Qp. 
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Si  je  me  bornais  à chercher  avec  ces  trois  équa- 
tions Ja  valeur  d’une  des  indéterminées  P,  Q,  p, 
j’arriverais  à une  équation  d’un  degré  égal  à 
celui  de  la  proposée , et  j’aurais  pour  la  valeur 
dep,  . 

p3 — A p*  -+•  Bp  — C = o. 

En  général , de  quelque  manière  que  l’on  dé- 
compose et  que  l’on  recompose  des  équations 
avec  des  coéfficiens  indéterminés  quelconques, 
si  l’on  n’emploie  pour  les  déterminer  que  la 
méthode  des  équations,  on  obtiendra  toujours 
un  résultat  qui  sera  au  moins  aussi  composé 
que  l’équation  proposée. 

, Mais  j’observe  qu’en  résolvant  le  facteur 
x‘  Px -+• Q = o , les  deux  valeurs  que  j 'obtiens , 
* = — ;P±l/;P*  — Q, 
sont  composées  de  deux  parties  : la  première 
rationnelle  = — { P , c’est  la  seule  qui  a lieu 
quand  les  deux  racines  sont  égales.  De  sorte 
que  la  partie  irrationnelle  l/jP* — Q est  ce 
qui  constitue  l’inégalité  des  deux  racines. 

Si  pour  trouver  la  valeur  de  cette  partie  irra- 
tionnelle, je  fais  | P* — Q=z,  selon  la  méthode 
des  équations,  j’aboutirais  encore  à une  équa- 
tion en  z du  troisième  degré.  Au  lieu  de  faire 
une  nouvelle  équation,  j’exprimerai  cette  in- 
connue sous  le  rapport  de  sa  limite , et  je  ferai 
ip«  — Q->o,  d’où  Q < ; P*. 
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suation"  C’est  ce  que  j’appelle  inéquation ; elle 
exprime  une  quasi- valeur.  Cette  expression 
équivaut  à l’équation  Q= ^P* — z.  L’inconnue  z 
est  la  latitude  de  la  quasi- valeur.  Cette  espèce 
d’inconnue  ne  s’exprime  point  dans  le  calcul 
des  inéquations,  mais  on  parvient  néanmoins 
à la  faire  disparaître , et  alors  l’équation  est 
résolue.  Ainsi  le  signe  d’égalité  entre  deux 
expressions  n’est  pas  l’instrument  dont  on  se 
sert  pour  arriver  à la  valeur  que  l’on  cherche , 
comme  dans  la  méthode  des  équations , l’éga- 
lité est  le  terme  où  l’on  aboutit.  Cela  posé , 

de  l’équation  auxiliaire  Q = B — P pt  > 
et  de  l’inéquation.  . . . Q<;P*> 

on  parvient  à l’inéquation  du  second  degré 


p'  — 7Ap  + 


4 B — A* 


<0, 


d'où  l’on  extrait  d’abord  la  double  quasi-valeur 
p<i(A±a  l/Av—  3 B). 

Mais  maintenant,  d’après  la  cinquième  règle 
(26) , le  signe  d’inéquation  doit  changer  avec 
le  signe  additionnel  du  radical.  On  a donc  les 
deux  quasi-valeurs 

p<î(A  + 2 A*  — 3 B ) , 

p>KA-2V/F^3Bj. 
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J’observe  maintenant  que  la  première  de  ces 
deux  quasi-valeurs  étant  plus  grande  que  p , 
est  plus  grande  qu’aucune  des  valeurs  dont  p 
est  susceptible  ; elle  est  donc  plus  grande  que  la 
plus  grande  racine  de  la  proposée  ; mais  il  est 
«vident  qu’elle  en  approche  de  plus  près  que 
des  deux  autres;  elle  exprime  donc  la  quasi- 
valeur  de  la  plus  grande  racine  de  l’équation. 
J’appelle  cette  quasi-valeur  <p  , 

d ou  j ai p ,<Zf- 

Je  me  sers  de  la  notation  pt  pour  marquer  que 
çette, quasi-valeur  appartient  à la  plus  grande 
racine,  c’est-à-dire  à la  troisième,  en  suivant 
l’ordre  des  nombres. 

Par  la  même  raison , la  seconde  des.  deux 
■quasi-valeurs  |(A — iV A4  — 3B)  étant  plus 
petite  qu’aucune  des  valeurs  de  p,  est  la  quasi- 
'valeur  de  la  plus  petite  racine,  je  l’appelle 
d’où  j’ai. ......  pt ‘tb. 

Ces  deux  quasi-valeurs  avec  l’équation  auxi» 
liqire  p = A — p , me  donnent  pour  P les  deux 
quasi-valeurs , 

pour?...  P>j(À — V^A*— -3B); 

pour -a-. ..  P<^(A  4- V^A* — 3B). 

Par  le  même  raisonnement  que  ci-dessus,  la 
première  de  ces  deux  quasi-valeurs  est  plus 
petite  qu’aucune  des  valeurs  dont  P est  sus- 
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ceptible  : elle  est  donc  la  quasi-valeur  de  la 
somme  des  deux  plus  petites  racines  de  la  pro- 
posée. Par  la  même  raison , la  seconde  est 
la  quasi-valeur  de  la  somme  des  deux  plus 
grandes  racines.  J’appelle  n cette  dernière  qui 
correspond  à -s- , et  * la  première  qui  corres- 
pond à ç , et  en  résumant , j’aurai 


52 . pour  la  somme  des  deux  1 „A+  t/A»_3B)r=n,  d’où  P <n  ; 
plus  grandes  racines  (* 

pour  1.  plu.  petite  "-(KA_J^ÂnrïB)=,,  d'.4p.>,i 
cine  J 


pour  la  somme  des  deux! , 


plus  petites  racines 


Jka-  V a.%— 


3B)=4>,  d’où  P ><X>  ; 


pour  1.  plus  grande  f 

Ces  quasi-valeurs,  que  j’appelle  originelles , 
ne  renferment  que  la  relation  des  deux , pre- 
miers coëfficiens  A et  B de  la  proposée.  Ayant 
de  les  rendre  complètes,  il  e'st  nécessaire  d’ap- 
pliquer ces  premières  formules  à différent 
exemples  pour  confirmer  la  théorie  que  j’ai 
développée.  Le  tableau  ci-joint,  page  78,  con- 
tient dix-neuf  exemples  différens  ; il  a fallu  en 
donner  ce  grand  nombre  pour  résoudre  toutes 
les  difficultés,  ou  plutôt  pour  faire  voir  com- 
ment les  différens  cas  s’accordent  avec  la  théo- 
rie. La  première  partie  , jusqu’au  douzième 
exemple , contient  des  équations  dont  toutes 
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les  racines  sont  réelles  : la  deuxième  partie 
contient  les  équations  dans  lesquelles  deux  ra- 
cines sont  imaginaires. 

53.  Toutes  les  équations  du  tableau  ont  été 
formées  directement  par  la  multiplication  de 
trois  facteurs  simples , et  l’on  a exposé , dans 
chacune,  les  racines  qui  les  ont  formées , afin 
qu’on  pût  comparer  les  différentes  quasi-va- 
leurs , avec  les  valeurs  correspondantes  de 
1 équation.  Les  lignes  I et  II  expriment  les 
quasi-valeurs  de  « et  de  ç. 

Dans  les  quatre  premiers  exemples  les  quasi^ 
valeurs  appartiennent  k des  équations  , où 
toutes  les  racines  sont  négatives , conformé- 
ment aux  signes  externes  de  la  proposée 
y + A*m4.6*4-C=:fci  ; et  dans  lesquelles  le» 
Valeurs  de  p sont , par  conséquent , positives, 
parce  qué  ix=±s—p:  Ôn  voit  qu’on  a dans 
toutes  />,>'=■,  p,  O. 

On  peut  remarquer  neanmoins,  qué  dans  1© 
cinquième  et  sixième  exemple , la  quasi-valeur 
de  ^ a une  forme  négative,  quoique  la  vraie 
valeur  soit  positive  ; mais  la  direction;?  > v 
ne  leur  est  pas  moins  conforme  ; car  cettè  di- 
rection du  signe  d’ipéquation,  annonce  qu’en 
ajoutant  une  valeur  positive  z à la  quasi-va- 
leur «sr , on  arrivera  à la  vraie  valeur  dep.  Cettè 
forme  négative  vient  de  ce  que  la  latitude  z, 
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ou  le  déficit  de  la  quasi-valeur  <a , surpasse  la 
valeur  de  la  petite  racine  : et  cela  a lieu  toutes 
les  fois  que  toutes  les  racines  étant  négatives, 
ou  bien  tous  les  coëfficiens  de  la  proposée  étant 
positifs,  on  a , en  même  temps,  dans  la  quasi- 
valeur  pt>|(  A — a V A* — 3B,  A<a  V^A* — 3 B 
ou  B<£A*.  Cette  quasi-valeur  n’est  négative 
en  p que  parce  qu’elle  n’est  pas  complète  , 
comme  on  le  verra.  J’appelle  ces  quasi-valeurs 
exlradivergen  tes. 

Elles  ressemblent  à l’inéquation  i> — 3 dont 
on  a parlé  ci-dessus.  ’On  a donc  de  ces  sortes 
d’inéquations , puisque  l’analyse  les  donne  ; et 
on  voit  ce  qu’elles  signifient. 

; 55.  Le  huitième  exemple  a les  mêmes  ra- 

cines que  le  premier  , à l’exception  qu’elles 
sont  positives  en  x , et  négatives  en  p.  On  voit 
que  dans  cet  exemple  «a-  ou  p>( — 3,  *547), 
devient,  en  l’effectuant , (ao)p= — <3,i547 
équivaut  à p,=—^><p  du  premier  exemple  : et 
que  réciproquement  la  quasi -valeur  <p  ou 
p <(. — o,8453)  équivaut  à p= — du  même 
exemple  ; de  sorte  que  l’ordre  des  quasi-valeurs 

est  renversé!  r 

».>*»)  • * * * ' ' 1 

En  effet , si  dans  les  quasi-valeurs  de  n,  *•  etc. 
on  fait  A négatif , comme  cela  doit  être  dans 
les  équations  dont  les  racines  sont  positives  en 
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x , et  négatives  enp , on  aura , en  faisant  ressor- 
tir le  signe  négatif  de  A , 

P <n  devient  P <f( A -f  VA%— 3B  ou  P =— .>i(A~V/À»-  3Bou  P — 

*»<*■•  • • .p,>K-A— a|/A»-3B...Pl=— cKA-f-t/Â^ZjB  . p- 
P>*  • • • • P>t(-A  - V/A--3B...P=-<f;A+^^=3Bt.,P==. 
p3<<J> p3  <!(— A-f-aï/  Aa— 3B)..jp3=— >1'(A—t/Â*— 

56.  Ceci  est  conforme  à la  théorie  qu’on  a 
établie  relativement  aux  quantités  pronéga- 
tives, Quand  les  racines  sont  positives  en  p , 
elles  sont  selon  l’ordre  des  nombres  i,  2, 3, 

4 j 5,  etc.  ; la  plus  petite  est  celle  qui  appar- 
tient au  plus  petit  nombre.  Il  faut  remarquer 
que  les  quasi-valeurs  de  p , que  l’on  obtient , 

• naissent  de  l’équation  p3 — Ap*-pBp. — C = o. 

C est  l’équation  à laquelle  on  aurait  abouti  si 
l’on  ne  l’eût  pas  abaissée  d’un  degré  par  la 
substitution  de  l’inéquation  Q<jP*  à la  placç 

de  Q = — • Or  cette  équation  , par  les  signes 

extérieurs  de  ses  coëfficiens , doit  avoir  toutes 
les  racines  positives  ; et  c’est , en  conséquence , 
de  cette  forme  qu’on  a obtenu  les  quasi- va- 
leurs p,>®, etc.  : ces  inéquations  appartiennent 
donc  à des  quantités  qui  ont  une  direction 
positive  ; lors  donc  que,  par  la  valeur  intrin- 
sèque de  A,  se  trouve  être  une  quantité  né- 
gative, l’inéquation  pt>»  ne  peut  être  néga- 

ü 


s 


— >1 

— <<P 
— <n 

— >» 
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tive  eh  conservant  sa  même  direction  qu’au- 
tant  qu’elle  est  pronégative,  il  faut  qu’elle 
appartienne  aux  premiers  termes  de  la  suite, 

— 4,  — 3, — a,  — i,o,  + i , + 2,  + 3 -f  4>etc. 

dont  tous  les  termes  ont  la  même  direction.  La 
plus  petite  de  toutes  ces  valeurs  est  la  plus 
grande,  en  nombre,  précédée  du  signe  — , 
et  v , qui  est  plus  petite  que  la  plus  petite  ra- 
cine , doit  excéder , en  nombre  , la  plus  grande 
racine  négative  : c’est  ce  qui  a lieu  ; car  on  a 
pour  -s-,  />>( — 3,i547)  et  la  plus  petite  racine 
est  — 3 ; mais , en  effectuant , l’ordre  est  ren- 
versé avec  le  signe  d'inéquation  , v se  change 
en  — ( ip  ) en  faisant  ressortir  le  signe  négatif , 
n en  («) , etc. 

57.  Dans  les  exemples  suivans , où  les  ra- 
cines sont  en  partie  négatives  et  en  partie  posi- 
tives, les  quasi-valeurs  de  -»■  sont  également 
pronégatives  : ainsi , dans  l’exemple  neuvième  , 
on  a /C>( — 3,5724)?  qui?  effectuée,  devient 
p =— <3,5724 , elle  appartient  à la  plus  grande 
racine  négative  p ==  — 3 , les  deux  autres  va- 
leurs de  p sont  p= — 1 et  p—2  ; et  cette  quasi- 
valeur  excède  , en  nombre  , la  racine  — 3 , 
parce  qu’elle  est  plus  petite  que  la  racine  : ce 
qui  est  encore  une  suite  nécessaire  de  la  «nature 
des  quantités  pronégatives,  et  de  l’inéquation 
générale  ( — 3)<(  — 2), 
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58.  Maintenant  pour  rendre  les  quasi-'va-' 
leurs  -a-  et  ? complètes,  jte  tire  dès  l’inéqua- 
tion  Q<ip% 

et  de  l’inéquation  opposée ^ n*  > j P*. 


L’inéquation Q < j ri*  ' 

qui  avec  l’équation  <Q  = — 

* r» 


d’où  j’obtiens. . / jp,  > — - 

. \ . 4 11 


C ’’ 

donne 

P 


f > i ' ) ' J - . j , - iju  i j 

et  en  substituant  la  valeur  de  n, 

‘ ' -*  J . C ! 1 «.  . I ’J  l . * 


/>«  >7 


* C 


=4  ’**»■'  ! / i I ' > r..  i / 


;(A+  V/A1— 3B)*‘ 

Cette  quasi-valeur  qui  n’a  encore  qti‘une  limite, 
mais  qui  est  complète,  étant  plus  petitè  qu’aux 
cune  des  valeurs  de  p,  çst  plus  près  ,de  sa  plus 
petite  valeur  que  de  toute  autre  : èlle  est  donc1 
1 expression  de  la  petite  quasi- valeur  complète  ; 
elle  appartient  donc  à pl}  je  la  désigne  par  k 


d’où  j’ai  kv=- 


’ • - Ü 


K A + V/A1—  b 

Si  je  compare  maintenanUa  même,  inéqua- 
tion* * , Q <iP* 

_ i»  . y •*••-;  • ••>  » • Ht*»  JMtf  if,. 

avec  I autre  inéquation I <r  i p» 

.■  T ■ ‘Tt*  . *1, 

Je  ne  puis  pas  conclure  de  là  1 adirée  tÿffi  tj’fPift 
quation  entre  Q et  j*\  J’exprime ;£$ttç.  cUft- 
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nière  inconnue  par  le  signe  |Jl5  d’où  je  tire  par 
la.  même  operation  que  ci-dessus , , , 


n II 


Puis  eu  substituant  la  valeur  de  * , 


1 A — — 3 B)* 

Celle  seconde  quasi-valeur  est  exprimée  en  fonc- 
tions de  * , comme  1 a prem  ière  Æ»  es  t expr  i m ée  e n 
fonctions  de  n.  Or  * est  pluspelit  que  la  somme 

* G 

des  deux  plus  petites  racines.  Le  quotient  - — - 

doit  donc  appartenir  à la  grande  quasi-valeur, 

G 

comme  le  quotient  de  7-^  appartient  à la  plus 
petite.  Je  l’appellerai  Jtf  , 

d’où  j'ai  - -£L=.  ,! 

- . j(A — l/Al~  3B)‘ 

5q.  Il  s’agit  de  voir,  quels  sont  les  cas  où  l’on 
doit  avoir  et p~>k<f.  Je  substitue  d’abord 

dans  l’équation  auxiliaire  Q=B — P p,  les  quasi- 
valeurs  originelles  n , et  v à la  place  de  P et  de  p ; 
au  lieu  d’une  équation,  j'aurai  une  inéquation 
dont  je  ne  connais  pas  la  direction;  j’ai  donc 
Q ||  B— n-fr.  Or,  en  substituant  les  valeurs  de  n 
et  de  rr  , j'ai  ' - ' l* 
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B — n-jr  = — 3B  + 2àVa* — 5 B), 

= I(A+/A‘  — 5B)‘, 

= ;n*. (5a). !t 

Or  on  a Q<^n'(58).  Donc  Q<B — n ». 


C 

Donc  l'inéquation  p,  > devient 


P<> 


— > i*. 


< i 


Eu  substituant  de  même  les  valeurs  de  ♦ et  de  f, 
j’ai  également 

B — *p  = i(A  — /A*  — 3B)«  =:;♦*. 

Or  Q ||  j Donc  on  a Q (|  B — * p ; et  par  con- 


séquent l’inéquation />}  ||  — devient 


Go.  Ces  nouvelles  expressions  vont  servir  à 
déterminer  la  direction  incertaine  de  cette  der- 
nière quasi-valeur.  Je  compare  le  produit  P p 
aux  deux  produits  n.»  et  * tp . Et  d’abord , si  je 
suppose  que  P reçoive  un  excès  de  valeur  t=*z 
auxdépens  de  l’autre  valeur  correspondante  plf 
j’aurai  au  lieu  de  Pp,  (P-ke)  (p,  — x),  qui 
correspondra  au  produit  n -»  ; car  n a précisé- 
ment en  plus  ce  que  -»  a en  moins , à cause  de 
n-f «=A.  Ce  nouveau  produit  =Vp— (P-f  z— p)z 
sera  toujours  plus  petit  que  P p,  tant  que  la 
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quantité  P+ xw-p  formera  y a résultat  positif, 
ou  tant  que  l’on  aura  p < P-J-*i  Donc  dans  le 
produit  nv(çù  «■  correspond  à la  plus  petite 
racine,  et  où  p^r  conséquent  p,<P-f-Sj  on 
doit  avoir  Pp>-n^?  et  par  conséquent  l’équa- 
tion Q==B — P p devienfQ^B — riv.  Donc  on 
C 

a toujours  P > — . 

■*  B — .T 

En  comparant  maintenant  >t><p  à Pp,  si  ou 
imagine  de  même  que  p reçoive  un  excès  de 
valeur  aux  dépensdeP,  ce  qui  a lieu  dans  le  pro- 
duit <j> # , on  aura  (P  — z ) ( p,  + z)  , ou  bien 
®p  = Pp, — (p,"q-ir*-iP)ir,*  or  èe  produit  <btp 
sera  <Pp^  lorsqu’on  aurap5  + z>Pou  p>P, 
en  mettant  pour  p,  + zsa  valeur  <p;  ou , si  l’on 
veut  encore  , lorsqu’on  aura  D’équa- 

tion Q=B — Pp  devient  donc  alors  Q<B — 

^t  par  conséquent  l’on  a - 


h> 


B — <J>  <p 


si  P , > 4>. 


s Au  contraire  , le  produit  Pp, — (p,  ^z-r—  P)s 
ou  i><p  sera  >Pp,  si  p,<P — * ou p,0,  et,  à plus 
forte  raison  , si  <p  < , on  auta  donc  alors 

Q>B-*-4>ç>;  et,  par  conséquent , 


.i  C 


Premier  cas 

- C T . . - - 

Deuxieme  ças.. . . - - ■ §1  ?>#  , 
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61.  Pour  développer  le  principe  de  cette 
variété,  il  faut  remarquer  que  si  on  partage 
un  nombre  en  deux  autres  , le  plus  grand  pro- 
duit, qui  puisse  en  résulter  , est  quand  il  est 
partagé  en  deux  parties  égales  : et  le  plus  petit 
produit  est  quand  l’une  de  ces  parties  = o,  et 
l’autre  = le  nombre  tout  entier.  Maintenant, 
le  produit  ntr  est  composé  de  deux  facteurs, 
dont  la  somme  = A.  Si  l’on  imagine  donc 
que  tu  croisse  depuis  o jusqu’à  px , n décrois- 
sant de  même,  pour  faire  toujours  la  même 
somme  A , le  produit  n®  ira  toujours  en  crois- 
sant jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à P p,  ; mais  tant 
que  n serait  <,p, , comme  cela  a lieu  quand 
les  racines  sont  réelles  , ' le  produit  nsr  sera 
<Pp,,  d’où  Q<B  — ntr;  et,  par  conséquent, 

— — — jusqu’à  ce  que  tr=-p,  ; alors  on 

C ' ; , 

Supposons  maintenant  que  tr  croisse  au-delà 
de  la  valeur  de  p, , j’appelle  m cette  quasi-va- 
leur et  n'  la  valeur  de  n , qui  aura  diminué  d’au- 
tant, on  aura  alors  n'  tr  > Pp,  , et  par  consé- 

C * 

quent  p,<  _ ^ ■ c’est  ce  qu’on  verra  dans 

la  suite,  lorsqu’on  obtiendra  la  première  quasi- 
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valoir  « , avec  la  direction  p,  <>.  II  est  bon 
de  s’en  souvenir. 

En  considérant  cette  quasi-valeur,  par  rap- 
port à la  deuxième  racine,  j’aurai  v *> - 

' • 1 * B — nV 

tant  que  serait  < Pi  parce  que  j’aurai 
Tlv  < , jusqu’à  ce  que  j’arrive  à v ~pt , 

A.»  C 

j aurai  p,  = en  faisan  t croître  encore-*' 

an-delà  depa , j’aurai  alors pa<- — ÎL-j  , qui 

relativement  à.  la  troisième  racine  p,  , sera 
^ C 

^ b n"-»"'  ’ s*  je  fais  croître  -sr"  jus- 

qu’au-delà de  p, , j’arriverai  à la  quasi-valeur 
* ’•  c1  j aurai  Pi  < ^ . parce  que  j’ai  p , <®; 

mais  il  faut,  pour  cela,  que  P reste  toujours 
>Pv  Dans  ce  cas , comme  on  aura  P>®p,<,p, 
le  produit  approchera  plus  du  maximum  dç 
produit,  que  Pp,  ; on  aura  donc  c>p>Pp?  y etj 

C 

par  conséquent, 

B — «Dp 

Mais  si  la  plus  grande  racine  p,  est  plus 
grande  que  la  soinm^des  deux  autres  P„  cë  sera 
le  contraire  ; <p  qui  sera  alors  le  plus  grand  des 
deux  facteurs  de  <i>p , sera  plus  grand  que  />, , 
qui  est  le  plus  grand  facteur  de  Pp,,  et  c,  q„î 
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est  le  plus  petit  facteur,  sera  plus  petit  que  Pt; 
le  produit  <i>p  s’éloignera  donc  plus  du  maxi- 
mum de  produit  que  Pp,  ; ce  sera , en  sens  con- 
traire , la  même  relation  que  celle  de  n -b-  à 
P p,  ; on  aura  donc  op  < Py?, , et  par  consé- 

..  ! 

Au  reste  , cette  discussion  , relativement  à 
la  variété  de  direction  delà  grande  quasi-valeur 
complète estpurement  théorique, on  n’en  fait 
aucun  usage  dans  le  calcul  des  inéquations  : on 
ne  s’occupe  que  de  la  quasi-valeur  complète 
de  la  plus  petite  racine  y?,.  Ainsi  je  me  bornerai 
à employer  pour  p , le  signe  incertain  || , et 

...  n c 

j aurai  ||  . 

62.  J’ai  supposé  les  valeurs  dey?  positives, 
mais  supposons-les  négatives,  et  que  par  consé- 
quent les  coëfficiens  A etC  de  la  proposée  soient 
intrinsèquement  négatifs.  Comme  dans  ce  cas 
l’inéquation pO*  devient  y?>( — ?),  en  faisant 
ressortir  le  signe  négatif,  ou  p = — <?  (55); 
par  la  même  raison , la  quasi-valeur  complète 
C 

p,  ">  — deviendra,  en  faisant  ressortir  les 


signes  négatifs  de  A et  de  C , y?,*— 


B — 4*^’ 
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.et  réciproquement  la  quasi-valeur  p j 

devient  n,  — — > — . 

B — n® 


C 
B — 


63»  On  voit  que  quand  les  racines  sont 
toutes  du  même  signe  additionnel , c’est  tou- 
jours la  plus  petite  quasi -valeur  en  nombre 
et  indépendamment  de  son  signe  qui  a une 
direction  d'inéquation  invariable,  quand  elle 
w est  complète.  Quand  les  racines  sont  négatives, 
ou  toutes  positives  en  p , c’est  la  valeur  de  « 
qui  est  la  plus  petite  quasi-valeur  en  nombre; 
quand  elles, sont  toutes  négatives  en  p,  c’est  la 
valeur  de  p qui  se  change  alors  en  v. 

64.  Mais  quand  les  racines  sont  en  partie 
positives  et  négatives,  n et  $ peuvent  varier 
d’une  infinité  de  manières  relativement  à « et 
à ® ; alors  la  plus  petite  racine  en  nombre  peut 
appartenir  à w,  ou  à ?,  ou  à la  quasi-valeur 
moyenne. 

» t 

Pour  éviter  toute  ambiguité  relativement 
aux  mots  plus  petit  et  plus  grand , j’appellerai 
la  plus  petite  racine , celle  qui  est  la  plus  petite 
en  nombre  indépendamment  de  son  signe  ; et 
ié  première  racine , celle  dont  la  quasi- valeur 
est  exprimée  par  pt  >«■.  Ainsi  dans  l’équation 
dont  les  trois  valeurs  en  p sopt  — 3,  — i,  + a , 
la  première  racine  est  — 3 , c’est  celle  qili 
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correspond  à />]><»,  et  elle  n’est  pas  la  plus 
petite  racine  qui  est  — i. 

Lors  donc  que  les  racines  sont  de  différens 
signes,  on  ne  peut  établir  aucune  règle  rela- 
tivement à la  direction  de  la  quasi-valenr  com- 
plète Il  n’y  a qne  les  quasi-valeurs  origi- 
nelles ou  incomplètes  p,  > -=r  et  p,  < 9 , qui 
ayent  une  direction  invariable,  quel  que  soit 
le  signe  additionnel  des  racines. 

65.  Ces  deux  inéquations  extrêmes  sont  la 
base  du  calcul.  On  peut  remarquer  qu’elles 
ne  distinguent  pas  directement  les  racines  de 
l’e'quation  , elles  n’assignent  que  les  deux 
limites  opposées  de  toutes  les  valeurs  dont  p 
est  susceptible;  c’est  ainsi  dans  tous  les  degrés  ; 
et  c’est  à l’aide  de  èes  limites  qu’on  parvient 
successivement  à séparer  les  racines. 

66.  Pour  éviter  la  complication  qui  résulte- 
rait dans  le  calcul  et  la  théorie,  par  rapport  aux 
équations  dont  les  racines  auraient  des  signes 
additionnels  différens,  on  suppose  d’abord  què 
les  coëfficiens’  de , la  proposée , dans  quelque 
degré  que  ce  soit,  + Aar’"-’  + B#m_*v?«tCt 
sont  tous  intrinsèquement- posi tifs  ; et  quand 
ils  sont  d’une  valeur  quelconque  négative  ou 
positive,  on  les  ramène  à;  une  équation  dont 
toutes  les  racines  ont  le  même  signe.  Néan- 
moins on  aboutit  à des  formules  Je  solution 
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qui  conviennent  à toutes  les  équations , quel 
que  soit  le  signe  additionnel  de  leur  racine  , 
sans  qu  il  soit  nécessaire  de  faire  subir  aucune 
transformation  aux  équations  , comme  on  le 
verra  dans  le  second  mode  de  solution. 

On  commencera  donc  ici  par  supposer  que 
tous  les  coëfficiens  de  l’équation 

'■)'  'x3  + Ax'  + B*  + C = o 


• i 

sont  intrinsèquement  positifs,  que  par  consé- 
quent les  racines  sont  toutes  négatives  en  x et 
positives  en  p.  Si  elfes  sont  réelles,  on  a pour 
leis  quasi-valeurs  complètes  les  inéquations 


%•  P<> 


C 


B — n 


et  en  substituant,  au  lieu  de  n et  de  ®,  leur 
valeur  A — et  A — , 


P,>- 


'»■*— ^-A-bt  + B 


C : 


Pi 


9* — A?  + B 


= 11^- 


* 68.  il  s’  agit  maintenant  de  déterminer  la 
direction  de  à k * et  de  p à h<t>.  Pour  la  con- 


naître, je  fais  cette  suite  d’inéquations  incer- 
taines : t.’-  — 


v-lcv  II  0.«- 


— A^-t-B 


|oV— AV4-&V— C|fo. 


Or  cette  dernière  inéquation  est  précisément 
de  la  même  forme  que  l’équation 

p 5 — Apa  4-  Bjp  — C = o. 
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C’est  cette  même  équation  dans  laquelle  on 
aurait  mis  la  quasi-valeur  s-  à la  place  de  p. 
Elle  doit  donc  être  considérée  comme  compo- 
sée des  trois  facteurs  (»• — a)  (» — b)  — c ) ||  o , 
en  appelant  a,  b,  c,  les  racines  de  la  proposée. 
Or  de  , il  s’ensuit  que  w est  moindre  que 

la  plus  petite  racine,  et  que  par  conséquent 
ces  trois  facteurs  sont  négatifs.  On  a donc 

«w3  — An'  + B®  — C <o , 


de  là...  *<" — et 

A-ar  + B 

Pour  déterminer  la  direction  de  p à Æp, 
comme  cette  inéquation  complète  a son  signe 
'd’inéquation  variable,  je  considère  d’abord 

. j’ai  dans  ce  premier  cas , à plus  forte 

lpi>*9  ■ 

raison , p>Æp,  d’où  p>  — — ; enfin 

P — A p B 

p3 — Ap*+B — C>o;  je  prends  ensuite  le 

deuxième  cas  <''9  . Comme  on  ne  peut 

rien  conclure  de  là  , j’ai  d’abord  p ||  k p , 

puis?  ||  - — 7 -,  enfin  p3— .Ap’+B-— C"o; 

mais  en  la  décomposant  de  même  en  ses  trois 
facteurs  (p — a)  (p — b)  (p—e)  |j  o , comme  p est 
plus  grand  que  la  plus  grande  valeur  de  p , à 
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cause  de  p < p , ces  trois  facteurs  sont  tous 
positifs , si  les  trois  racines  sont  réelles.  On  a 
donc  encore  <?3 — Ap*+-Bp — <?> o,  d’où  £>/fce. 
Ainsi,  cette  dernière  inéquation  C>Æp  est  inva- 
riable. 

En  reprenant  maintenant  les  deux  inéqua- 
tions 

69.  zr3  — — C<o....  i**, 

<p3 — A <p*  + Bp — G >0 2m\ 

si  je  mets  à la  place  de  *r  et  de  <p  leurs  valeurs , 
j’aurai 

70.  — aAs+9AB— 27C— 2l/(A“— 5B)3<o. . . 1", 
— 2 A3-j-gAB — 27C+ a\/ (A3 — 3B)3~>o . . . ame. 

Il  est  aisé  de  faire  voir  maintenant  que  ces 
deux  inéquations  appartiennent  généralement 
à toute  équation  du  troisième  degré  , quelle 
que  soit  la  valeur  des  coëfficiens , ou  quel  que 
soit  le  signe  additionnel  des  racines.  En  effet, 
à cause  de  p1  >»■  et  < p , toutes  les  racines 
sont  entre  ces  deux  limites,  quel  que  soit  leur 
signe.  Par  exemple  , si  les  racines  en  valeurs 
de  p sont  1^  a,  3 , a-  sera  <1  et  p]>3(j  et 
si  elles  sont,  comme  dans  le  neuvième  exemple, 
_3  — i +2,  ces  trois  valeurs  sont  encore 
entre  «■  et  p,  car  on  a p,>* r=>  — 3,5724  et 
= <2,2392.  Supposons  donc  qu’on  aug- 
mente successivement  la  quasi  - valeur  v en 
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lui  ajoutant  des  quantités  positives  jusqu’à  ce 
qu  elle  parvienne  à la  valeur  de  <p , gn  fran- 
chira d’abord  la  valeur  de  la  première  racine , 
et  l’on  aura  alors  »-'3— A*r'*  + , etc.  >o,  après 
avoir  franchi  la  seconde.  Cette  inéquation 
deviendra  < o.  Enfin  , après  la  troisième  , elle 
deviendra  >o;  mais  alors  ce  sera 
<p3  — A q*  + B <p  — C > ©. 

Ces  deux  inéquations,  l’une  en  »■  et  l’autre 
en  p,  ne  peuvent  donc  pas  avoir  le  même  signe 
d’inéquation  si  les  trois  racines  sont  réelles. 

Mais  maintenant  si  on  considère  ces  deux 
mêmes  inéquations  en  valeurs  de  coëfficiens 
— 2 A*  4-9  AB,  etc.  on  voit  quelles  ne  diffèrent 
que  par  le  signe  additionnel  qui  précède  le 
radical  \/  (A.  — 36^  ’,  donc  il  est  nécessaire  que 
celle  de  ces  deux  inéquations  où  ce  radical  est 
précédé  du  signe  + , soit  > o , et  que  l’autre 
soit  <o  ; donc  ces  deux  inéquations  appar- 
tiennent généralement  aux  équations  du  troi- 
sième degré,  quels  que  soient  le  signe  çt  la  valeur 
des  racines , et  elles  «ont  les  deux  équations  de 
condition,  d’après  lesquelles  les  trois  racines 
doivent*  être  réelles. 

. > v l 4 » 

En  les  multipliant  l’une  par  l’autre , il  est 
clair  que  leur  produit  sera  négatif;  et  au  lieu 
de  deux  inéquations  conditionnelles,  j’aurai 
la  suivante  qui  les  renfermera  toutes  les  deux  : 
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71.  4A3C--AaB*— i8ABC  + 4Bs+27Ci<o,  1 
résultat  que  l’on  obtient  par  la  méthode  des 
équations , et  qui  est  le  même  que  celui  trouvé 
par  La  Grange.  On  voit  déjà  comment  le  calcul 
des  inéquations  décompose  les  fonctions  que 
la  méthode  des  équations  ne  peut  offrir  que 
dans  un  état  de  composition. 

Les  deux  inéquations  (70)  peuvent  être  ainsi 
exprimées  : 

72.  a3— 27C— 3A(Aa— 3B)— 2V/(A^3"B7<o...  i«, 
A3— 27C— 3A(A‘— 3B)+a\/  (Â*”3B^>o...  2™'. 

73.  Cette  relation  des  trois  coëfficiens  cons- 
titue l’inégalité  des  racines.  Car  quand  elles  sont 
toutes  égales  , on  a séparément  A3  — 27  C = o , 
A* — 3B  = o , et  ces  deux  inéquations  sont  = o ; 


on  a alors  » et  <p 


jA,  ki 


A. 


J’exprimerai  la  relation  rationnelle  des  coëffi- 
ciens A,  B,  C,  par  SC.  Cette  expression  veut 
dire  somme  rationnelle  des  relations  des  coëffi- 
ciens jusqu’à  C.  Je  ferai  en  même  temps  le 
radical  originel  V As — 3 B = \Zr,  d’où  les  deux 
inéquations  ci-dessus  prendront  la  forme 

74.  1”  ...  SC — 2rV/r<o)  ^ {SC<irV r. 

2“'...  «SC+2/V  r>oj  °U  |iS’C> — arV~r. 


Je  remarque  maintenant  que  les  deux  inéqua- 
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tiens  SC<^2rl^r  et  SC^>2r  V r sont  les  deux 
racines  du  quarré  «SC* <4/^.  Et  en  exprimant 
cette  dernière  en  valeurs  de  coèfficicns , on 
aurait  tout  de  même  l'inéquation  ci-dessus. 

On  peut  observer  qu’en  élevant  au  quarré  une 
de  ces  inéquations,  on  ne  fai  t que  recomposer  la 
décomposition  qu’on  avait  faite,  et  alors  l'autre 
inéquation  sert  toujours  d’inéquation  de  con- 
dition pour  déterminer  quelle  direction  doit 
avoir  l’inéquation  du  quarré.  Si  SC  est  négatif, 
il  faut  qu’il  soit  plus  petit  en  nombre  que  2 rV  r, 

pour  que  l’on  ait  en  même  temps 

Ces  deux  inéquations  répondent  alors  à — ?<3 
et  — 2> — 3.  Pour  élever  la  seconde  au  quarré , • 
il  faudra  que  je  l’effectue , et  je  n’aurai  tou- 
jours que  la  même  inéquation  au  quarré 
SC'<4r\  Si  iÿC  est  positif,  la  première  répond 
à l’inéquation  2 <3,  et  la  seconde  à 2^>  — 3 ; 
pour  élever  cette  deuxième  au  quarré  , il  fau- 
dra l’effectuer,  et  j’aurai  — (3),  ou  sim- 
plement 2 > 3 qui  est  la  même  chose  que  la 
première;  ainsi,  dans  tous  les'  cas,  je  n’au- 
rai qu’une  seule  inéquation  au  quarré. 

75.  Il  s’agit  maintenant  de  déterminer  les  Des  ra- 

, -i  j . ■ . cines  Ima- 

changemens  de  direction  des  inéquations  , ginaircs. 
quand  l’équation  contient  des  racines  imagi- 
naires. D’abord  les  deux  racines  péuventétre 
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imaginaires  en  vertu  de  la  relation  des  deux 
premiers  coëffieiens  A et  B : alors  le  radical 
originel  V A*  — 3B  ou  ^ r n’est  plus  réel, 
et  les  deux  quasi- valeurs  -w  et  p appartiennent 
aux  deux  racines  imaginaires;  elles  en  forment, 
l'une  et  l’autre  , la  paire  par  leur  forme 
— a l/r)  et  p = y(A  + a V r).  En  ne 
les  considérant  plus  que  relativement  à leur 
partie  réelle , elles  11e  sont  plus  les  deux  ra- 
cines extrêmes  de  l’équation  , elles  forment 
alors  une  paire  de  racines  égales  : et , en  les 
additionnant  , il  reste  pour  l’autre  racine 
P II  7 A,  dont  on  déterminera  la  direction. 

76.  Supposons  que  V A* — 3B  soit  réel,  les 
deux  quasi- valeurs  et  ç seront  réelles  ; mais 
il  faudra  alors  que  l’une  des  deux  appartienne 
à une  des  deux  racines  imaginaires,  et  l’autre 
à la  racine  réelle  : car , en  les  comparant  en- 
semble , on  a d’abord  -w  ||  , 


d’où 7 (A— zV  r)  ||  7 (A+aV/a, 

puis o ||  4"  r. 


Or  le  deuxième  membre  de  cette  dernière  iné- 
quation , qui  répond  à ? , est  par  sa  nature 
positif,  toutes  les  fois  que  V r est  réel , on  a 
donc  o<4  V r et  par  conséquent  : donc 
les  parties  réelles  de  ces  deux  quasi  - valeurs 
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sont  inégalés  ; donc  les  deux  quasi-valeurs  & 
et  <p  ne  peuvent  plus  faire  la  paire  des  deux 
racines  imaginaires  : car  on  a démontré  que 
les  racines  imaginaires,  d’une  équation  ne 
peuvent  se  trouver  que  sous  la  forme 

x = a + b V*  — i,  x = a — b V — i : 

donc  il  est  nécessaire  que  l’une  des  deux  quasi- 
valeurs  originelles , appartienne  à la  racine 
réelle  de  l’équation. 

<7  7.  Maintenant,  en  décomposant  l’équation 
proposée  en  (»*-+- P# -|-Q)  (x+p)  , les  quasi- 
valeurs  n et  <i>  appartiennent  à P de  l’équation 
du  deuxième  degré,  et  «■  et  p appartiennent 
àp  : et  c’est  en  vertu  de  l’inéquation  Q<jP* , 
qu’on  a eu  , p<<p  , etc.  Supposons  main- 
tenant que  l’équation  i5  + Px  + Q = o con- 
tienne les  deux  racines  imaginaires  , on  aura 
alors  Q > ; P“ , et  delà  on  aura p,  < -w , si  c’est 
la  petite  quasi-valeur  qui  est  réelle  , et  p,  > p , 
si  c’est  la  grande.  . , 

Il  faut  bien  remarquer  que  ce  n’est  pas  à la 
fois  qu’on  a deux  inéquations,  c’est  l’une  ou 
l’autre,  selon  que  c’est  la  petite  ou  la  grande 
quasi-valeur  qui  appartient  à la  racine  réelle. 

78.  On  peut  encore  déterminer  une  autre 
limite  àla  partie  réelle  des  racines  imaginaires; 
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car,  dans  ce  cas,  l’équation  indéterminée 
*1  + Pat+Q  = o 

contient  la  racine  réelle  et  l’autre  racine  ima- 
ginaire ; ses  deux  facteurs  sont  donc  de  la 
forme 

(x  + a)  (*  + bdac  y/ — * )> 

*s  + (a  + &)*  + «6 

(rfcc\/ — i )xdtzacy' — i 

Or,  en  ne  considérant  cette  équation  que  quant 
à sa  partie  réelle  seulement,  on  a Q<;P*. 
Donc  la  direction  de  la  quasi-valeur  » ou  ç>  qui 
en  résulte , est  la  même  que  celle  qui  a lieu 
quand  les  racines  sont  réelles.  Donc  on  a ces 
rapports  d inéquation , 

P'<v-  p, 

pt  réel. . reel... 

P*  etPî|^>in.  Pi> 

79.  Quant  à la  partie  réelle  des  deux  racines 
imaginaires,  comme  elle  est  égale  dans  toutes 
les  deux  , si  la  petite  racine  est  réelle , on  a 
pf<w  pour  la  racine  réelle,  et  P>n  pour  la 
partie  réelle  de  la  somme  des  deux  imaginaîi'es. 
On  a donc  pour  chacune  d’elles, 

f , . . , , . ' r . ■ “ 

p%  }>in=>i(A+  Vr). 

p\  i 
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Si  c’est  <p  qui  appartient  à la  racine  réelle , on 
a par  la  même  raison , 

/>â,<î*=>  ï(A-Vr). 

8o.  Pour  reconnaître  maintenant  laquelle 
des  deux  quasi-valeurs  *■  ou  <p  appartient  à la 
racine  réelle,  j’ai  pour  le  cas  où  p,  est  réel  (77), 

»3 — — C^>ol  • f.»SC — art/r>o, 
<t>3 — A<p*  + Bip — C>o  j °U  l SC  + 2 r/7>o. 
Car  dans  le  produit  des  trois  coëfficiens  (w — a) 
(*" — ù)(» — c)  ||  o,  le  premier  facteur  *• — a est 
positif  à cause  de  p <w,  et  le  produit  des  deux 
autres  racines  est  toujourspositif,  parce  qu’elles 
sont  imaginaires.  Le  produit  des  trois  facteurs 
ne  doit  donc  cesser  d’être  positif,  quoiqu’on 
fasse  croître  »■  jusqu’à  la  valeur  de  <p. 

Au  contraire,  si  p?  est  réel,  l’inéquation 
pC><?  rend  le  facteur  <p — c négatif.  Le  produit 
des  trois  facteurs  ne  peut  donc  pas  cesser  de 
l’être.  On  a donc  pour  ce  second  cas, 

*rS— A^+B» — C<o. . . . SC—2r\/r<o, 
ç3 — A <p*  + B p — C<o. . . SC 2 rÿ  r <C  o, 
81.  Quand  l/A*  — 3 B est  imaginaire  (je 
l’exprimerai  par  1/  — r.  ) , on  a alors , comme 
on  l’a  déjà  vu,  pour  la  racine  réelle,  p ||  ÿA,. 
J’appelle  cette  quasi-valeur  4,  d’où  j’ai  d’abord 
43 — A4*  + B4— C ||  o,  ou  — 2A3  + 9AB— 27C  U o, 


L 
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ou  iSC  ||  o.  Lors  donc  que  ÆC  est  positif,  il  faut 
que  le  facteur  réel , quel  qu’il  soit , du  produit 
(4  — a)  (4 — b)  (4 — c)  soit  positif.  Il  faut  donc 
que  l’on  ait  pour  la  racine  réelle  p<|A  ou 
p <4;  alors  c’est  I a peti  te  racipe  qui  est  la  réelle; 
car  la  partie  rationnelle  des  deux  imaginaires 
est  alors  >7 A,  d’où  l’on  a cette  règle 

<yC>o...  p,<£ A...  ^*>}A. 

, Pi 

• 1 . < 

Au  contraire,  quand  on  aSC<^o,  il  faut  que 
le  facteur  réel  du  produit  (4 — a)  (4 — b ) (4 — c) 
soit  négatif;  il  faut  donc  que  l’on  aitp>4  011 
p>7 A.  Dans  ce  cas,  ce  sera  donc  la  grande 
racine  qui  sera  réelle.  ( Je  ne  considère  ici 
grande  et  petite  racine,  que  par  rapport  à la 
partie  réelle  des  racines  imaginaires.)  On  aura 

h «9C  <0. . . p,  > 7 Av. . P'  A. 

P» 

82.  On  peut  conclure  que  si  <90  = 0,  on  a 
pour  la  racine  réelle  et  pour  la  partie  réelle 
des  deux  autres  p = 7 A. 

' La  méthode  des  équations  confond  ces  dif- 
férées fcas  par  la  seule  inéquation  générale 
4 A3  -1—  A*  B*  — , etc.  ( jt  ) >■  o , qui  apprend 
seulement  que; la  proposée  a deux  racines  ima- 
ginaires, et  voilà  tout.: 

83.  Il  s’agit  de  déterminer  la  direction  de  la 
quasi-valeur  qotnplète  qui  appartient  à la  racine 
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réelle.  D’abord  quand  *■  et  <p  sont  réels,  si  c’est 
la  petite  racine  p,  qui  est  réelle,  on  a à cause 

de Pi<w,  P>n»  d’où  | î pJq1  î donc  Q>jn*, 


,,  , G G 

dou  P.<y^>  ou  P*<bZTE^’  ou 


enfin 


P><- 


A tr  + B 


. Si  c’est  la  grande  racine,  qui 


f -PV'-®* 

est  réelle,  on  a de />,>?,  P<*,  d’où  | , 

Il  y a encore  la  même  incertitude  que  celle *jui 
a lieu  quand  les  trois  racines  sont  réelles  ; ainsi 

j’^raif,||t;-_-^  + B.  ^ ■ 

La  même  chose  a lieu  avec  \/  — r : car  j’au- 
rai , quand  la  petite  racine  est  la  réelle  à cause 

iP»<Q  »d’oÙQ<;Ÿ*; 
C G 

Puis  ou  Pt<ï ^T7  » ou  enfin 


P-< 


9C 


B — 

„ -La  même  incertitude  a lieu 

9B  — 3 A* 

pour  la  direction  de  quand  la  grande  racine 
est  réelle , et  l’on  a 


Pi 


oup  || 


9C 


B — ^4  ^ " gB  — 3A* 

Toutes  les  loix  de  la  direction  des  quasi- 
valeurs  sont  résumées  dans  le  tableau  ci~joint: 
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84.  Quand  les  trois  racines  sont  réelles 

*9C — yrÿT<^o  1 • • • 

£C+2/y7>o  J . . . />3<(p...  *>3||  *?>...  <f>kç 

Quand  deux  racines  sont  imaginaires, 
f ( ) P<T-  ■ • P<iw  • • • «>* 


imaginaires. 


imaginaires. 


avec 


On,  peut  voir  maintenant  que  toutes  les 
directions  qu’on  vient  d’exposer,  se  trouvent 
conformes  à tous  les  exemples  du  tableau , 
page  178.  On  voit  d’abord  que  les  directions 
des  quasi-valeurs  originelles  appartenant  à des 
racines  réelles  ou  imaginaires,  w,  4>  sont 
toutes  conformes  aux  loix  qu’on  vient  de  déve- 

loPPer-  . . .. 

On  peut  voir  que  pour  les  sept  premiers 

exemples , dont  toutes  les  racines  ont  le  même 
signe  , on  a constamment />,  > <a  et  > kv , 
et  pour  les  racines  imaginaires  jd.O, 

et,  qu’en  général,  il  n’y  a que 
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la  quasi-valeür  complète  de  la  petite  racine , 
qui  ait  une  direction  déterminée  par  une  loi 
constante  dans  toutes  les  équations  dont  les 
racines  ont  le  même  signe,  quoiqu’il  s’y  trouve 
des  racines  imaginaires , pourvu  que  la  petite 
racine  soit  réelle. 

Quant  à la  quasi  - valeur  complète  de  la 
grande  racine  itp,  on  peut  remarquer  que 
dans  le  troisième  exemple  on  a pO  et , 
parce  qu’on  a , en  même  temps , * > p ; dans 
les  autres,  depuis  le  premier  jusqu’au  sep- 
tième , on  a p~>kip  , parce  que  l’on  a p,>*. 

On  peut  remarquer  que  dans  les  exemples 
cinq  et  six , où  l’on  a pour  la  petite  quasi- 
valeur  originelle  p,  >—4,68,  p,>— 5, a3;  ces 
quasi- valeurs  deviennent  positives,  p,>o, 309, 
et  pt  >0,107  quand  elles  sont  complètes  , et 
leur  direction  tend  vers  la  vraie  racine  qui  est 
= 1 dans  les  deux  exemples. 

85.  J’observe , en  dernier  lieu , que  les  exem- 
ples six  et  sept  présentent  une  particularité  re- 
marquable : dans  les  autres  exemples  les  va- 
leurs de  w et  de  p ne  donnent  que  les  valeurs 
approchées  des  racines  auxquelles  elles  corres- 
pondent ; tandis  que  dans  le  premier  de-  ces 
deux  exemples  la  valeur  de  9 est  la  valeur  exacte 
de  la  grande  racine  =20;  et  dans  le  deuxième 
7r  donne  exactement  la  valeur  de  la  première 
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racine  =a  : cela  vient  de  ce  que  ces  deux  équa- 
tions ont  deux  racines  égales.  Pour  en  conce- 
voir la  raison  , imaginons  que  les  trois  racines 
d’une  équation  soient  égales , elles  seront  toutes 
= jA.  S’il  y en  a seulement  d’eux  d’égales, 
l’inégalité  de  la  troisième  ne  peut  être  consi- 
dérée produite,  que  parce  qu’elle  aura  pris  à 
chacune  des  deux  autres  une  quantité  égale 
pour  l’ajouter  à la  sienne,  si  elle  est  la  plus 
gr^de  , ou  bien  parce  qu’elle  aura  retranché 
de  sa  valeur  une  quantité  qu’elle  aura  partagée 
également  entre  les  deux  autres  , si  elle  est  la 
plus  petite.  Soit  donc  z la  quantité  ajoutée 
ou  retranchée  de  chaque  racine  égale,  on  aura 
p = j A± z,  p — '-kdkzz  pour  les  deux  racines 
égales  et  p = j A zp  2 z pour  la  racine  inégale. 
La  somme  des  produits  de  ces  trois  valeurs 
multipliées  deux  à deux  est,  toute  réduction 
faite  , =7  A* — 3 za  ; or  comme  la  somme  de  ces 
produits  s=  B , on  aura  A*  — 9 z*  = 3 B ; d’où 
a — j\/A* — ’ 3 B : donc  la  racine  inégale  - 

p=|(Aq=2  V A4  — 3 B = » ou  <p  ; 

donc  la  valeur  de  » ou  de  f doit  être  exacte- 
ment égale  à la  valeur  de  la  racine  inégale  , et 
n ou  4>  à la  somme  des  deux  racines  égales. 

La  même  particularité  a lieu  pour  les  équa- 
tions de  tous  les  degrés  qui  ont  toutes  leurs 
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racines  égales , moins  une , et  on  le  démontre 

, f . . ■ <• 

par  le  meme  principe. 

s ^ 

• ; i • >; 1 . » " . * ’ • . • * ' 

De  la  concentration  directe. 


86.  Ce  qu’on  a dit  jusqu’à  présent  n’a  eu 
pour  but  que  d’assigner  les  quasi-valeurs  ex- 
trêmes de  l’équation  et  elles  sé  trouvent  en- 
core quelquefois  æsez  éloignées  de  la  valeur 
des  racines  auxquelles  elles  correspondent.  Il 
s’agit  maintenant  de  les  y foire  aboutir.  Je  com- 
mence par  le  cas  où  les  racines  sont  toutes 
réelles,  et  je  suppose,  en  même  temps , qu’elles 
sont  du  même  signe. 

Pour  concentrer  d’abord  la  petite  quasi- 
valeur , on  a,  d’après  le  tableau  ci  •‘joint, 
p,>w,  pt>Æ»-  et  ir<Æ®\que  je  mets  sous  cette. 

!w  t -ST  A 

p p.  Maintenant  de  p,  ;>*•»■  on  a 
A w3  — Al»*  B A *• — C ^ o , 


d’oÙ  A 7T  < -~ 


À»*  — AÀar  + B.  B in» 


, ou 


A *■  < A ' zr  ; de  même  que  w < 


B — 


■ se  trans- 


forme en»<  hv. 

En  même  temps  la  même  inéquation  p,2>A*r 
donne  P<Arj,  d’oùp,>- r— -,  oup,>ÆV; 

■ i A» .t  . 
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par  la  même  raison  encore  que  p,  > — 

donne  pt>kv  : donc  on  a 

ST  kzr  <^k  ' VT 
• r A A A 

Pi  Pi  Pi 

De  pi>k'w  on  a encore  AV3 — kk'v-'+Bk'ir — C<o, 
r; 

d’où  £'»■<;  — — ou ‘A:'*- Et  de  la 

même  inéquation p ^Æ'-ar  , on  a P<A'n;  puis 

>> 

On  voit  que  , par  le  même  raisonnement , 
on  aura  k" »<;*"' » et  p^k!" ■*  ; et  ainsi  de 
suite  : on  aura  donc  la  série  suivante  : 

etc. 

O 7.  AA  AA  A 

- Pi  .Pi  Pi  Pi  Pi 

• Dans  cette  série  les  termes  k y,  k'*  etc.  iront 

toujours  en  croissant  ; mais  la  direction  cons- 
tante p^kv  , pt  etc.  fait  voir  qu’ils 

n’atteindront  jamais  la  valeur  exacte  de  la 
petite  racine , et  qu’ils  s’en  approcheront  tou- 
jours : de  sorte  que  la  limite  de  cette  série  sera 
la  valeur  de  pt. 

Si  l’on  donnait  à «•  une  augmentation  de 
valeur  qui  la  rendît  plus  grande  que  la  petite 
racène  p, , on  aurait  d’abord  (61),  en  appe- 
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lant*-' , cette  quasi-valeur  *>■';>&»'.  Ensuite  de 

v 

Pt  P * 

l’inéquation  />,<,/,  j’ai 

kw"3  — Akv*  + Bkw’ — C>o; 

puis. ...  kv'^>  — — ; ; = > h ; 

B K n tr 

\ \ • 

De  la  même  inéquation  p, •<*»•',  j’aiP>Æn'  ; 

puis  kn'v>’Pp , d’où  — — — en  rai- 

sonnant  de  même  pour  les  termes  suivans, 
j’aurai  encore  la  série  convergente  : 

qq  -r'^kw^k' ir'^>h" ' tt  , etc. 

00.  v v v v v 

Pt  P,  P,  Pt  Pt 

. » • % \ * 

qui  aboutira  encore  à la  valeur  de  p,  par  une 

direction  contraire  à la  première.  . 

89.  J’aurai  toujours  cette  série  de  concen- 
tration, tant  que  je  donnerai  à-F  une  valeur 
qui  n’excédera  pas  la  seconde  racine  de  p,, 
Supposons  qu’on  lui  donne  une  valeur  v"  > p% , 
alors  on  aura  -n"3  ■ — AV’+B »" — C<o  ; car 
cette  inéquation  sera  alors  composée  des  trois 
facteurs  (*•" — a)  (»•" — h ) («-"-rie),  qui  n’aura 
. plus  que  le  facteur  »" — c de  négatif.  Qn  aura 

donc  »"<- ^ — 5 = < A w"  ; de  là  si  n'  con- 

~r:  . ."  B-— n «■  -,  ...  ..„;1  . i ; 

tinue  d’être  avec pt<w“ on  aura  u V>Pp , 
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d’où  /’,<C  — = On  a donc  ces 

B — — n w 

rapports  d’inéquation  dans  lesquelsi 

v v 

v»  ' /?  / 

' ^ a » -•  “ 

on  voit  que  la  latitude  de  pt<Ck*r"  est  plus 

grande  que  celle  de  et  par  conséquent 

&sr"  .s’éloigne  de  la  valeur  au  lieu  de  s’en  rap- 
procher. 

Si  on  continue  cette  sérieiPu  aura  k *■"< k'^% 
et  toujours pi<C.k'zr'' , par  le  même  raisonne- 
ment qu'on  vient  de  faire*.  Ôtl  aura  donc  une 
série  divergente,  dont  tous  lés  termes  ën  crois- 
sant aboutiront  à de  cétte  'manière  * 

w" < k w' <k'*n< k\ »" < k'"  J' , etc,  ) 
v v , v s/  v 

r Pi  ‘ P,\-'  P*  P»  *■  Pi  ' ■■ J ■ :p 

» *-  X,.  ’ f 

Ainsi  donc , si  l’on  donne  à w une  vale'u'r  phis 
petite  que  p% , il  en  résulte  une  série  de  cdn- 
céntrûtioo  qtû  aboutit  à pt , et  qui  par  consé- 
quent s’éloigne  de  pt.  Et  si  «■  acquiert  une 
valeur  plus  grande  que  pt , il  en  résulte  une 
autre  série  de  concentration  qui  aboutit  à 
et  qui  s’éloigne  par  conséquent  encore  de  p,. 
De  sorte  que  la  seconde  racine  n’est  pas  sus- 
ceptible de  concentration- 

(jp*  Maintenant  si  on  donne  à ■&"  une  valeur 
qui  la  fasse  dépasser  la  troisième  racine  , on 
arrivera  à la  quasi-valeur  de  la  dernière  racine 
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p,<ip  qu’il  s’agit  de  concentrer.  On  a vu  que 
sa  quasi-valeur  complète  a deux  cas  : 

Pi  <£<?> si  *>ç> , 

Pi>b<P si  <P<V 

Je  m’occupe  d’abord  du  premier  de  ces  deux 
cas.  On  a alors  cet  ensemble  de  rapports  d’iné- 
quation ç>k<p.  Ensuite  de  p,<lk<p , on  a 

V V 

P*  Pl 

kp3  — Ak<p*  + Bk  <p  — C>o , d’où  k<p>k'<p.  De 
la  même  inéquation  , on  a P>  d’où 

p'<w=krt=<Kf- 

On  a donc  la  série  de  concentration 

<P  >k<p  >*'$>  >k“ç  >k"'<p,  etc.  ] 

Ql.  V V V V V >=/>,, 

Pi  Pi  Pi  Pi  Pi  ....  j 

dans  laquelle  les  termes  se  rapprocheront  de 
plus  en  plus  de  p ^ , et  aboutiront  à sa  valeur. 

* Supposons  que  l’on  donne  à 9 une  valeur  9' 
qui  soit  plus  petite  que  la  troisième  racine 
ps , on  aura  en  conséquence  /?5  > 9 , et.  de  là 
913  — A /*  + B 9'  — C < o , parce  que  des  trois 
facteurs  (/ — a)  (?' — b)  {9 — c)  dont  est  com- 
posée cette  inéquation,  le  dernier  9' — c est  alors 
négatif.  On  aura  donc  /<£  /.  Ensuite  de /?$>  9', 

Q 

on  a P<*',  *V<P p;  puisp,>  =>*/. 
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On  aura  donc  <p  < k <p  , et  de  cés  rapports  d’iné- 

/S  A 

p,  />, 

quation , on  trouvera  par  le  même  raisonne- 
ment la  série  de  concentration 


<p'  <.k<p'  <k' $ <k" ç <k'"  ç , etc 

92.  /\  A A A A 

^ P\  Pi  Pi  Pi 


h 


Ainsi  l’on  voit  que  la  troisième  racine  peut 
être  concentrée  par  deux  séries  de  concentra- 
tion opposées  , qui  aboutissent  toutes  les  deux 
à la  valeur  de  la  racine  comme  la  première. 

g5.  Si  l’équation  avait  quatre  racines,  on 
verrait  que  la  quatrième  aurait  deux  séries  de 
concentration  divergentes  opposées  l’une  à 
l’autre  comme  la  seconde  ; c’est  une  suite  né- 
cessaire de  la  concentration  convergente  de  la 
troisième  racine.  Si  l’équation  avait  cinq  ra- 
cines, la  cinquième  aurait  par  cette  raison  une 
double  série  convergente  de  concentration  , et 
ainsi  de  suite,  comme  on  le  verra  ci-après. 


94.  On  suppose  dans  cette  théorie  que  la 
somme  des  deux  racines  P est  plus  grande  que 
la  troisième  racine  pr  Mais  si  le  contraire  avait 
lieu  ; et  si  l’on  avait  > dans  ce  second  cas , 
on  a p,  et  p?  > k <p  ; on  a donc  à plus. forte 
raison  ; mais  alors  k 9 a dépassé  la  valeur 

de  p, , et  la  latitude  de  est  égale  à la 

somme  des  latitudes  de  p5  < p fet  p}  > k f 5 il  ne 
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peut  donc  en  résulter  qu’une  série  divergente 
et  vague  dont  je  ne  m’occuperai  pas. 

g5.  On  voit  d’abord  que  quand  toutes  les 
racines  sont  du  même  signe,  il  n’y  a que' la 
petite  racine  qui  puisse  toujours  se  concen- 
trer, parce  qu’on  a toujours  V>p<  et  n>=-. 
Mais  quand  les  racines  sont  de  différçns'signes, 
alors  la  relation  de  P à py  peu,t  varier  d'une 
infinité  de  manières  .•*_  et  l’anomalie  qui  ! en 
résulte,  peut  se  porter  sur  toutes  les  racines. 
Au  reste , on  ne  considère  dans  cette  Section 
que  les  équations  dont  toutes  les  racines  ont 
le  même  signe. 

96.  On  voit  que  quand  il  y a dès'  racmeè 
imaginaires  , Ce  ri’ëst -toujours  'quev  l'a  'petite 
quasi-valeur  ~ ou  4 qui  puisse  se  compléter 
d’une  manière  invariable  lorsqu’elle  est- réelle': 
cest  aussi  la  seule  qui  puisse  se  concentrer. 
En  effet,  je  considère  le  cas  où  » ou-f  est  réeK 
Si  c’est  «r  qui  correspond  à la  racine  véeHey  on 
a d’abord  ce  rapport  d’inéquation  (84) 

^ V , y ' 

* Pi  p, 

en  vertu  duquel  on  aura  encore  la  série 

*■  > P*"  ^'■k,/w  , etc.  ] «'!••  :.9'»b-c* 

Pi  P,  P , p,'  j -Pr  "V: 

Comme  on  a eu  ci-dessus  la  même  en  » (87), 
le  raisonnement  est  le  même.  Et  si  dans  ce  cas 
on  donnait  à » une  valeur  *•'  qui  fût  moindre 

8 
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que  px , on  aurait  encore  par  le  même  raison- 
nement la  série  contraire, 

>*''V,  etc.  ) 

A A A A A \ —V , 

P . P<  P«  P«  P.  J 

qui  convergerait  e'galement  vers  la  petite  ra- 
cine. Ainsi  ces  deux  séries  de  concentration 
seraient  dans  un  ordre  inverse  de  celui  qui  a 
lieu  quand  les  trois  racines  sont  réelles  (87)  (88). 

La  même  chose  aurait  lieu  si  c’était  <p  qui 
correspondît  à la  racine  réelle.  Si  l’on  a 
il  en  résulte  les  rapports  d’inéquation  * <i  h ç , 

. ; Pi, ...P 

d’où  résulte  la  sérip 

ç > k <p  > h'  <p  h"  q>  > h'"  ç , etc. 

À A A A A 

Pi  , Pi  Pi  Pi  Pi 

Et  si  l’on  donnait  à<p  une  valeur  <p'  qui  surpas- 
sât p, , on  aurait  une  autre  série  contraire, 
comme  pour  »,  et  ces*  > deux  séries  conver- 
gentes seraient  inverses  de  celles  qui  ont  lieu 
quand  les  trois  racines  sont  réelles  (c)i)  (92). 

Si  $ , on  a p > <p  , p^  <(  À-  <p , d’où  l’on  ne 

peut  avoir  une  série  de  concentration , comme 
ci-dessus  (94)  , mais  seulement  deux  Jimites 
opposées  entre  lesquelles  se  trouvé  la  racine. 

97.  Si  le  radical  originel  est  imaginaire,  la 
même  chose  a encore  lieu.  Si  c’est  la  petite 
racine  qui  est  réelle,  on  a j A ou  /?<j 4 (84)- 
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C’est  le  cas  où  SC>o»  on  a alors  4 >*4, 

V>  V 

P-  P 

d'où  l’on  tire  ertcoré  la  série  convétgéntè 

n 4>^4>^4>AU>A'>,4,etc.]'. 
gjo.  v i-  v v v *—p' 

P'  P‘  Pi  ' Pi  . J » 

Si  l’on  donnait  à 4 «ne  valeur  4'  plus  petite 

que  /j,  , on  aurait  encore  une  autre  série  qüi 

convergerait  dans  un  sens  opposé  j cOtttme  <a. 

En  deuxième  lieu , si  l’on  a *FC<o  j et  eh 

conséquence/?  >f  A; ou  /?,  >4>  D’abord  si  l’on 


...  U il.  M*  i P* 

*/>Pi ’ a c?use  de^<; P ’ OI> ? p >4;  pnis 
à cause  de  /?,> 4,  on  a P<ÿ  : donc  f est 
trop  grand  et  4 troji  petite  d’où  '*r4<P/?  (tjij)1; 

puis  Q<B-»4  ; enfin 

Ensuite  de  p,  > 4 , ©n  a 4s~A4*  + B4^.C<b  , 
d où  4 <*4  : on  a donc  tes  rapports  ÎTïnëqu  a - 

4<[A4  1 * •>  -itj  : . r» 

tion  a a ; desquelles  on  çq^clura  la  série  con- 
Pi  Pi 

tergente.  : ; ; .-î  ; • -■  n/.» 

4 <^4 <^4 4i^,4< ^4,ÆtcO 

99.  A ; A a r.  ■:  a ■ A ■ bu#. 

Pi  Pi  P\  ;i  Pi  > 1 fa  ) r 

Et  l’on  aurait  de  même  une  autre  série  dë^ifr- 


centration , en  sens  contraire  r.  u l’on  donnait 
à 4 une  valeur  4' >pv  <nt. «.J* 
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En  deuxième  lieu  , (.si  P , on  aura  une 
série  de  concentration  divergente  , comme  ci- 
dessus  , par  rapport  à <p  ($4]. 

ÎOO.  Je  ne  m’occuperai  pas  ici  de  la  con- 
centration de  la  partie  réelle  des  deux  quasi- 
valeurs  qui  répondent  aux  deux  racines  imagi- 
naires ; on  verra  ci-après  comment  on  peut  y 
parvenir. 

On  voit  donc  que  dans  toute  équation , dont 
les  racines  ont  le  même  signe  , la  petite  quasi- 
valeur  est  la  seule  qui  puisse  se  concentrer 
d’une  manière  invariable  , pourvu  qu’elle  soit 
réelle  , soit  que  l’équation  ne  contienne  que 
dçs  racines  réelles , soit  qu’elle  en  contienne 
d’imaginaires.  C’est  aussi  de  celle-là  seule  dont 
on  fera  usage  dans  le  calcul  des  inéquations  et 
à l’aide  de  laquelle  on  parviendra  à trouver 
toutesJesracines.de  l’équation. 

Quand  les  racines  sont  toutes  négatives, 
c’est  la  petite  quasi-valeur  -s-  ; et  quand  elles 
sont  toutes  positives  , c’est  la  qüaSi  - valeur  ? 
qui  se  trouve  alors  la  plus  petite.  Quand 
toutes  les  racines  n’ont  pas  le  même  signe , 
cette  régie  générale  n’a  plus  lieu  ; mais  on 
verra,  dans  le  deuxième  mode’  de  solution 
comment  on  parvient  généralement  à concen- 
trer les  quasi-valeurs  -s'  et  ? , quel  que  soit  le 
signe  des  différentes  racines. 
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Les  détails  dans  lesquels  je  viens  d’entrer, 
relativement  à la  concentration  de  la  grande 
quasi  - valeur  , n’ont  pour  but  que  de  déve- 
lopper la  théorie  du  calcul  des  inéquations  et 
pour  faire  voir  que  les  anomalies  qu’il  semble 
présenter  dans  ses  résultats  sont  soumises  à des 
lois. 

L’anomalie,  qui  a lieu  ici , dépend  de  la  re- 
lation de  P à p , et  quand  les  racines  sont  de 
différens  signes  , cette  anomalie  peut  avoir 
lieu  relativement  à toutes  les  racines.  Voilà 
pourquoi , de  tout  ce  qui  précède  , j’extrais 
seulement  cette  règle  générale. 

101.  Dans  l équation  générale  du  troisième  Règle  gé- 

» > » l , . . nérale  de 

aegre  x + AxÈ  Bx  G = o , la  petite  yi/dsi- concentra. 
valeur  n , si  elle  répond  à une  racine  réelle  , tl0D‘ 
est  la  seule  susceptible  de  se  concentrer  par 
une  loi  invariable , si  toutes  les  racines  sont 
négatives , et  quand  elles  sont  toutes  positivest 
cest  la  quasi -valeur  <p  qui  a cette  propriété. 

On  verra  que  cette  loi  s’applique  aux  équa- 
tions de  tous  les  degrés. 

102.  Il  s’agit  de  confirmer  ce  que  je  viens 
de  dire  par  des  exemples.  Je  prends  le  premier 
du  tableau , j’ai , en  opérant  toujours  par  la 

formule  générale-,  p,> — -. 

B — n 
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<n  = o,8453  ] A proportiori  que  l’on  con- 
ff  -s- = 0,903  I centre,  on  se  rapproche  plus 
h"  * = 0,96  > lentement  4e  la  valeur  ( on 

0,973  verra  ci-après  les  moyens  d@ 
etc.  J s’en  rapprocher  plus  Tape- 

ment ).  En  attendant  on  peut  arriver  assez 
promptement  à la  racine  à l’aide  de  cette  pre- 
mière méthode. 

Au  lieu  de  continuer  la  concentration  avec 
le  nombre  précis  que  j’obtiens , je  complète  la 
dernière  ou  l’avant-dernière  décimale  ; je  suis 
SÙr  que , si  par  cette  opération  j’ai  franchi  la 
valeur  de  la  racine,  j’obtiendrai  par  ja  concen- 
tration une  Valeur  plus  petite  que  celle  que 
j’avais  prise,  et  qui  me  ramènera , en  sens  con- 
traire , à la  valeur  de  la  racine , comme  on  peut 
le  conclure  d’après  les  séries  de  concentration 
opposées  (87)  (88) . Dans  ce  cas-ci , si  je  com- 
plétais l’avant-dernière  décimale,  j’arriverais 
à la  vraie  valeur  =1  ; je  franchis  à dessein  cette 
valeur,  et  je  fais  AV=i  ,1,  j’obtiens,  par  la  con- 
centration k V=ï,o6  ; comme  cette  valeur  est 
plus.petite  que  kv  , je  conclus  que  j’ai  franchi 
la  limite  de  la  Valeur.  Par  ce  moyen  j’ai  obtenu 
artificiellement  une  limite  opposée  à la  pre- 
mière. 

On  peut  observer  que  cette  deuxième  limite 
n’est  prise  que  par  tâtonnement , je  l’emploie 
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ici  provisoirement  : dans  la  section  suivante 
on  obtiendra,  par  une  formule  algébrique, 
une  valeur  de  x qui  donnera  une  limite  oppo- 

C 

sée  à la  limite  p > — qu’on  a obtenue 

dans  cette  section. 

lo3.  Maintenant,  à l’aide  des  deux  limites 
opposées  que  je  me  suis  procurées , je  puis  par- 
venir au  centre  de  la  valeur  par  deux  moyens. 
Le  premier  est  appuyé  sur  cette  propriété  des 
séries  de  concentration  ; savoir,  que  plus  on 
approche  de  la  valeur,  plus  les  pas  de  con- 
centration sont  petits  : cela  posé  en  compa- 
rant k"  '*  = < 0,96  avec  k'"  — j’ai  pour 

différence  o,oi3  ; c’est  le  pas  de  concentra- 
tion. Et  en  comparant  la  valeur  excédante 
k avec  k' & — 1,06,  le  pas  de  con- 

centration = 0,04  qui  est  plus  grand  que  l’au- 
tre ; cette  limite  est  donc  plus  loin  de  la  vraie 
valeur  ; je  la  concentre  et  j’ai  *'"«'  = 1,027  ? 
j’ai  alors  pour  différence  entre  ces  deux  der- 
nières 0,01 3,  qui  est  la  même  que  celle  de 
k"  à k'"  v ; j’ai  donc  k'" <a  et  k"  v'  à égale 
distance  de  la  racine,  je  les  additionne  et  j’en 
prends  la  moitié , ce  qui  me  donne  la  valeur 
de  la  racine  = 1 . 

lo4.  Par  la  deuxième  méthode  j'additionne 
immédiatement  les  deux  limites  opposées  , 
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0,973  avec  £ ^'  = 1,06  que  j’ai  par  une  pre- 
mière corçpentration  ; j’ai  pour  quasi -valeur 
moyenne  i,o3;  j ignore  si  elle  est  en-deçà  ou 
au-delà  de  la  racine;  mais  en  la  concentrant 
j obtiens  1,02  ; je  conclus  que  je  suis  au-delà  ; 
j additionne  encore  cette  dernière  quasi-valeur 
avec  la  limite  oppose’ë  k ^ = 0,973,  j'ai  pour 
quasi-valeur  moyenne  0,997,  je  concentre 
encore  et  j’obtiens  la  quasi-valeur  0,9995.  On 
voit  avec  quelle  rapidité  on  concentre  encore 
par  ce  moyen. 

Il  en  est  de  même  des  autres  exemples  dans 
lesquels  les  racines  ont  le  même  signe  , on 
peut  toujours  concentrer,  de  la  même  ma- 
nière , la  petite  quasi-valeur  , pourvu  que  la 
petite  racine  soit  réelle,  que  les  autres  soient 
d ailleurs  réelles  ou  imaginaires.  Je  prends 
1 exemple  vingtième  du  tableau  , dans  lequel 
on  a \/ — r.  L’inéquation  de  condition  iÿC>o 
apprend  que  c’est  la  petite  racine  qui  est  réelle , 
on  a alors  p,  <4 , puis 
4 — 1 ,6  ) Les  différens  de  la  concentration 
k 4 = 1,2  i tendent  à la  valeur  1 , qui  est  ceUé* 
£'4  = 1,07]  de  la  racine.  Je  me  procure  encore 
à dessein  une  limite  opposée , et  je  fais  £4/  0,9, 
j’ai  £'4  =0,96.  En  opérant  comme  ci-dessus, 
entre  cette  limite  trop  petite  et  la  limite  trop 
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grande  A-'4  = i ,07 , on  parviendra  plus  rapide 
ment  à la  racine. 

Pour  faire  voir  que  la  grande  quasi-valeur 
se  concentre  également  dans  le  cas  où  l’on  a 
jP5<P,  je  prends  l’exemple  i5  du  tableau  qui 
donne  r r<C o , et  qui  par  conséquent 

n a que  la  grande  racine  de  réelle  , et  sa  quasi- 
valeur  réelle  est  p, >?=> 5,6666  ; et  comme 
on  a * = 7,3333  = >p},  cette  quasi-valeur  est 
susceptible  de  se  concentrer , et  l’on  a ■ 

f>  = 5,666  ) Les  différens  termes  tendent  à 
k 0 = 5,802  f lavaleurdelaracinequiest  = 6. 
£'0  = 5,89  f Ou  peut  se  faire  encore  une 
k"p  = 5,95  ) limite  opposée,  et  aboutir  plutôt 
à cette  valeur. 

Je  prendrai  encore  l’exemple  19  où  le  radical 
originel  est  imaginaire;  et  comme  on  a iSC-<o, 
il  s ensuit  que  c’est  la  grande  racine  qui  est 
la  réelle.  On  a donc  p?  >4  = >3,333.  En  la 
concentrant , j’ai 

4 = 3,333  J Cette  progresssion  toujours 
k 4 = 3,396  [ croissante  et  dont  les  termes 
k' 4 = 3,46  ( diffèrent  entr’eux  de  moins  en 
k" 4 — 3,5a  J moins,  c’est  ce  qui  me  fait  con- 
clure qu’elle  est  susceptible  de  concentration. 

Lorsque  p,>P,  la  quasi-valeur  que  l’on 
obtient  franchit  la  valeur  de  la  racine  dans 
toute  espèce  d’équation , comme  on  l’a  vu.  Si 
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l’on  concentre  ces  espèces  de  quasi-valeurs , il 
en  doit  résulter  une  série  divergente  et  vague. 
Je  prends  l’exemple  i3  du  tableau  qui  donne 
«SCqcarl/r^o,  d’où  je  conclus  que  la  grande 
racine  est  réelle;  j’ai  donc  p>?=>*  19,8734. 
Et  comme  dans  cet  exemple  $ = 14,1266,  j’ai 
, la  concentration  ne  peut  avoir  lieu  , et 
en  concentrant , j’ai 

9 = 19,8734 
k ? = 20,2598 
k't > = l6,2263 
*V=  19,37 

éloignent , puis  s’en  rapprochent , puis  s’en 
éloignent  par  des  loix  qui  varient  à raison  du 
rapport  de  P à , et  qu’il  est  parfaitement 
inutile  de  discuter. 

De  la  con-  to5.  Cependant  à l’aide  des  deux  quasi- 
de  com- valeurs  opposées  9 et  kf  , on  peut  aiséihent 

pensation.  . . , . 

parvenir  a la  racine  par  le  moyen  suivant,  que 
j’appliquerai  seulement  au  cas  où  le  radical 
originel  est  imaginaire , parce  qu’il  dispense 
d’un  plus  long  calcul.  Je  l’appelle  concentra- 
tion de  compensation  Je  prends  l’exemple  18 
du  tableau  où  l’on  a iSC-c^o;  d’où  je  con- 
clus que  la  grande  racine  est  réelle  ; j’ai  donc 
4 =>0,6667.  Pour  savoir  si  j’ai 
ou A,  je  concentre  4,  et  j’ai 


On  voit  que  les  deux  termes 
qui  approchent  le  plus  de  la 
racine  qui  est  =20,  sont  » 
et  kv,  et  que  les  autres  s’en 
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4 — 0,6667 
k 4 = 2,4a5 
*'4- = 3,3x95 
*'4  = i,567 

puis  celui  que  j’obtiens  après  diminue.  Je  con- 
clus que  la  valeur  est  entre  4 et  44-  J’addi- 
tionne ces  deux  quasi-valeurs,  et  j’en  prends 
la  moitié,  qui  me  donne  la  quasi -valeur 
moyenne  /u=i,5458;  je  la  concentre  tou- 

c 

jours  par  la  formule  p>«  — , qui  est  ici 


On  voit  que  cette  série  di- 
vague , j’ai  d’abord 

*4>yA=>i,333; 
le  terme  suivant  augmente  ; 


B — M p 


; j’ai  kp  — a,3afi6.  J’en  prends  de 


même  la  quasi-valeur  moyenne  entre  p et  kp, 
que  je  concentre  de  même,  et  j’ai  k'p;  je  prends 
la  quasi-valeur  moyenne  entre  kp  et  k'p , et 
ainsi  de  suite , comme  on  voit. 


On  voit  qu’il  est  inutile  de  prolonger  cette 
espèce  de  série  plus  loin , et  que  la  ræine 
est  p,  = 3. 

106.  Il  faut  bien  remarquer  maintenant  que 
cette  méthode  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque 
les  racines  sont  du  même  signe , ainsi  que  les 
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méthodes  précédentes.  Mais  lorsqu’il  y a des 
racines  imaginaires , on  ne  peut  pas  conclure 
que  toutes  les  racines  sont  du  même  signe , 
quant  à leur  partie  réelle  , lorsque  les  coéffi- 
ciens  de  la  proposée  sont  ou  tous  positifs 
ou  alternativement  positifs  et  négatifs.  Par 
exemple  l’équation  ar3  + 2ar*4-2x+ i5  = o an- 
nonce par  ses  coëfficiens,  tous  positifs,  que  les 
trois  racines  sont  négatives  ; elle  est  néanmoins 
composée  des  deux  facteurs  (* ■+■  3)  (a?“ — x -f  5) , 
dans  lesquels  la  partie  réelle  des  deux  racines 
imaginaires  est  positive.  Le  radical  originel 
dans  cette  équation  est  imaginaire,  et  la  racine 
réelle  est  la  plus  grande.  Dans  cet  exemple , si 
l’on  emploie  la  méthode  ci-dessus,  aü  lieu 
d aboutir  à la  vraie  racine  , on  aura  une  série 
qui  s’en  écartera  et  qui  divaguera,  comme  cela 
a lieu  dans  toutes  les  équations  dont  les  racines 
ou  les  parties  réelles  des  racines  ont  des  signes 
différens. 

Mais  maintenant  les  méthodes  qu’on  vient 
de  développer  suffisent  pour  résoudre  les  équa- 
tions dont  les  racines  ont  des  signes  différens  ; 
il  suffit  pour  cela  de  donner  à l’équation  une 
préparation  qui  rende  toutes  ses  racines  du 
même  signe;  elle  consiste  seulement  à faire 
x=y  + a,  en  donnant  à la  quantité  a une 
valeur  telle  , que  la  substitution  de  y+a  dans 
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l’équation  rende  tous  ses  coëfficiens  positifs. 
Si  les  trois  racines  sont  réelles , elles  devien- 
dront toutes  trois  négatives.  Et  si  les  coëffi- 
ciens  étant  tous  positifs,  elle  contient  des  ra- 
cines imaginaires  qui,  par  leur  composition  , 
rendent  tous  les  coëfficiens -positifs  , quoiqu'il 
y ait  des  valeurs  positives  dans  l’équation , 
comme  dans  le  dernier  exemple,  alors  il  faudra 
donner  à la  quantité  a , dans  la  substitution 
de  y + a , une  valeur  telle  , que  la  concen- 
tration alternative  puisse  converger  Vers  la 
racine. 

Par  exemple , si  j’ai  une  équation  composée 
des  facteurs  (x — 3)  (x — i)  (r  + a);  en  faisant 
x =y  + 4 , cette  substitution  donnera  une 
équation  dont  les  trois  facteurs  seront  (y  + 1 ) 
(y +3)  (y  + 6)  = o,  et  la  quasi-valeur  w qui 
correspondait  à la  première  racine  x=+  3, 
correspond  à la  première  racine , qui  est  la 
plus  petite  x ==  — i . Et  dans  l’exemple  ci- 
dessus  , dont  les  deux  facteurs  sont  (x  + 3) 
(x* — * + 5)  = o.,  si  je  fais  x=^y  + a , ils 
deviendront  (y  -+-  6 ).  (y*  + 2jr  + 5 );  = o ou 
y3  + 8 y*  + 1 7x+3o  = o , et  la  valeur  réelle  de 
cette  équatiqn  pourra  se  concentrer  par  la 
méthode  alternative  ci-dessus. 

Je  ne  déterminerai  pas  quel  est  1 e minimum 
de  la  valeur  qu'il  faut  donner  à la  quantité  a 


■ Digitized  by  Google 


Il6  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

pour  obtenir  ces  résultats  ; celte  détermination 
est  parfaitement  inutile.  Et  tout  ce  que  je  viens 
de  dire  ici  relativement  à la  concentration  de 
la  grande  quasi-valeur,  n’a  eu  pour  but  que  de 
développer  les  ressources  du  calcul  des  iné- 
quations. On  voit  que  la  méthode  de  la  réso- 
lution en  p , qui  ne  fait  que  la  première  partie 
du  premier  mode  de  solution  , suffît  pour 
résoudre  toute  espèce  d'équations.  Il  en  résulte 
seulement  des  discussions  pour  les  différens 
cas , et  des  opérations  de  calcul  dont  on  est 
dispensé  dans  le  second  mode  de  solution 
qu'on  développera  ci-après;  il  ne  restera  plus  à 
faire  usage  que  de  la  loi  de  concentration  (ioi) 
qui  appartient  aux  équations  dont  les  racines 
ont  toutes  le  même  signe. 

11  reste  à développer  une  autre  loi  invariable 
de  concentration  qui  appartient  aux  équations 
dont  les  racines  n’ont  pas  le  même  signe,  et 
dont  on  fait  usage  dans  le  second  mode  de 
solution  pour  la  concentration  dans  les  équa- 
tions qui  contiennent  des  racines  imaginaires; 
la  voici:.  , . 

107 . Quand  toutes  les  racines  sont  positives 
en  p ou  négatives  en  x,  excepté  la  première , s'à 
quasi-valeur  n peut  se  coticentter  par  ittié 
série  alternative  et  convergente  si  elle  eSt  la 
plus  petite  quasi-valeur  en  nombre , et  quand 
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toutes  les  racines  sont  négatives  en  p ou  posi- 
tives en  x , la  quasi-valeur  <p  peut  également 
se  concentrer  pourvu  qu' elle  soit  aussi  la  plus 
petite  en  nombre. 

Pour  le  faire  voir  , en  reprenant  les  deux 
inéquations  originelles  pi'>'a  1 1* <Cn  > la  pre- 
mière étant  pronégative  équivaut  à p,— — <C'nr7 
en  la  rendant  métanégative  ; du  sorte  que  n 
et  -s-  sont  tous  les  deux  trop  grands,  et  par 
conséquent  on  a n®>Pp,  à raison  des  deux 
facteurs.  Cela  posé  dans  l’équation  Q=B— Pp, 
comparée  avec  l’inéquatiou  Q ||  B — n™,  si  on 
fait  ressortir  le  signe  négatif  de  « , on  aura 
dans  ce  cas-ci  Q<B+n*r,  et  par  conséquent 


„ — ; ( en  faisant  ressortir  le 

Pt  B + n « V. 

signe  de  C et  en  considérant  les  termes  de 
cette  inéquation  indépendamment  de  leur 
signe  négatif)  ; d’où  >*«  qu’on  peut 

encore  exprimer  par  p,  >*  (£«).  Ensuite  de 

cette  inéquation  et  de  l’autre  opposée/ixc — O 
ou  p<C  — ( '*)>  on  en  conclut  cet  ensemble  de 
rapports  d’inéquations  rtiétanégatives 

— c^)> — 

. . . . • ■ ; • V : A " ; ; 

Py.:  P»  .•  -f-,  . 

Maintenant  de  p , =—>*?!■  on  a aussi  P>*n , 
car  si  k «•  était  intrinsèquement  négatif,  on  au- 
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rait  p<^k,a , et  par  conséquent  P>âtt  , et  en  ne 
considérant  ces  deux  quasi-valeurs  que  comme 
des  nombres  indépendamment  de  leur  signe  , 
puisque  ktr  est  trop  petit,  il  faut  que  kn  soit 
aussi  trop  petit  de  la  même  quantité  , pour 
avoir  n — k*r  — k , comme  on  a P + p~==k.  A 
est  la  différence  de  P kp  comme  de  k n à kir  -,  il 
s’ensuit  que  l’on  a &n-*<^Vp  à raison  de  ses 
deux  facteurs  , d’où  Q>B  + kn*,  a 


d-ou  p. = - < ou  p.-  -<;* .. 


Ensuite  de  cette  dernière  inéqùatio^  qùe  je- 
fais  — (Æo-) , et  de  la  précédente  />->“(**•) 

on  obtient  '•  i ' ?■"'>  a - “» 


V A,  IV 

■ P‘  ,,  j P.  ) eb  ; . 

En  continuant  le  même  raisonnement  pour, 
les  termes  sui vans  , on  aura  line  série  alterna- 
tive de  concentration;  c’es^  à-dire  que  tous, 
les  termes  iront  alternativement  en-deçà  .et 
au-delà  de  la  valeur  de  la  >racine J’expri- 
merai cette  série  de  la  manière  suivante  , en 
mettant  hors  de  la  parenthèse  commune  le 
signe  négatif  de  tous  les  termes  qu’on  à fait 
ressortir  de  leur  valeur  intrinsèque , et  qu’on 
a rendus  métanégatifs  ; ' . 

, • . • * , i \ * 

1 , A le  -:■» 


Digitized  by 


DD  CALCUL  DES  INÉQUATIONS.  I29 


ra'^>k'y  sar,  ctc.\  ) 

V V AV  A J'—/?, 

Px  P X Px  Px  Px  /) 


Cette  série  se  décompose  eu  ces  deux  parties , 


— (*<^ifcV<^ifc"'ir<jfr'r5r,  etc.) — , etc.) 

Or  maintenant  ces  deux  parties  , ou  plutôt 
ces  deux  séries,  sont  les  mêmes  que  les  deux 
opposées  en  t et  tr ( 87  et  88  ) , dans  lesquelles 
on  aurait  supprimé  tous  les  termes  intermé- 
diaires ; or  ces  deux  séries  n’en  seraient  pas 
moins  convergentes  vers  la  petite  racine  , si,^ 
et  k-r  étaient  des  quasi-valeurs , les  plus  petites 
de  l’équation  ; il  en  est  de  même  de  celles-ci  j 
c’est-à-dire  qu’on  a alors  deux  séries  conver- 
gentes de  concentration  , l’une  au-dessus  de 
la  valeur  de  la  racine  et  l’autre  au-  dessous. 

Si  tontes  les  racines  étaient  négatives  en  p , 
excepté  la  dernière  qui  correspond  à p,  on  ferait 
le  même  raisonnement  pour  la  concentration 
de  9 que  celui  qu’on  a fait  pour  celle  de  »■  $ 
c’est-à-dire  qu’on  n’aurait  une  série  de  concen- 
tration alternative  et  convergente  qu’autant 
que  9 serait  la  plus  petite  des  quasi-valeurs  de 
l’équation. 

10g.  Il»est  aisé  de  connaître  quand  l’un  ou 
l’autre  de  ces  deux  cas  ont  lieu  par  la  forme  de 
l’équation  proposée  ou  par,  la  nature  de  ses 
coëfficiens.  Je  commence  par  la  quasi-valeur 

S 
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Si  cette  quasi-valeur,  qui  est  la  plus  petite,  est 
seule  négative  en  p , il  faudra  d abord  que  le 
coefficient  A.  qui  exprime  la  somme  des  racines 
soit  positif.  Je  dis  que  B doit  l’être  egalement. 
Car  $ qui  contient  la  somme  des  quasi-valeurs 
des  plus  petites  racines  doit  alors  être  positif; 

A — V/Â7-— TB 

or , son  expression  est  = ^ • il 

faut  donc  que  l’on  ait  A>l/A* — 3B,  d où 

5B  ou  B>-o.  Quant  au  coefficient  G, 

comme  il  n’y  a qu’une  seule  racine  négative 
en  p , il  doit  être  négatif.  Donc  lorsque  la 
proposée  aura  la  forme  x3  + A x*  + B * — C = o , 
il  faudra  conclure  qu’elle  n’a  qu’une  racine 
positive  en  * , qui  est  la  première , et  qu’elle 
est  susceptible  de  concentration. 

Si  l’on  fait  maintenant  x=z — y,  on  aura 
l’équation  y3 — Ayl  + By+C  = o.  Dans  ce  cas, 
la  quasi-valeur  deviendra  qui  sera  la  seule 
quasi-valeur  positive  en  p,  ou  négative  en  #, 
et  elle  sera  la  plus  petite  des  quasi -valeurs. 
Donc  lorsque  la  proposée  aura  la  forme 

x3  — A + B x + C = o „ 

il  faudra  conclure  que  ç>  est  la  plus  petite 
quasi -valeur  en  nombre,  et  qu’elle  est  par 
conséquent  susceptible  de  concentration. 

110.  Il  faut  bien  remarquer  que  pour  que 


\ 
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ta  concentration  puisse  s’effectuer  par  une 
sérié , il  ue  suffit  pas  que  la  racine  qui  est 
d un  signe  different  des  autres , soit  la  plus 
petite  en  nombre  ; il  faut  que  sa  quasi-valeur 
soit  la  plus  petite  des  quasi-valeurs  de  léqua- 
tion  ; il  faut  par  conséquent  que  $ soit  positif 
quand  elle  est  la  seule  négative  j il  faut  que  1} 
soit  positif. 

il  s’agit  de  confirmer  tout  ceci  par  des 
exemples.  Je  prends  l'exemple  lodu  tableau,- 
qui  est  compose  d'avance  des  lecteurs,  (x— i ) 
(;e+4)(*-f5');  on  voit  que  dans  cette  équation 
le  coefficient  C est  seul  négatif.  On  a pour  là 
première  quasi-vabeuc  T 1 E 

w=s=— -i,o45a  1 On  voit  que  l’on  a la  séria 

k <*x=i~ 0^9778  ( alternative  de  termes  pro* 
négatifs  pl'>n,  pt<k 4»q 
pt  >k'r,  etc.  en  en  faisant^ 
ressortir  le  signe  , on  a la,  série  des  termes 
métanégatifs/r— <Cv  etc.  < 

Je  prends  l’exemple  onzième  du  tableau, 
dont  les  facteurs  sont  (<*— 4)(a?—-3)  (*  -+-  r) , 
il  a la  forme  x3 — Av*+Bv-(rC=o.  G’est  donc 
ç qui  est  susceptible  de  concentration , et  j’ai 
p i,o55  On  voit  que  les  termes  vont 
k p — 0,9644  alternativement  a»r-delà  «t  en-. 
k'  p=z  1,0343  deçà  dé.  la  racine  ^ 1 et  qu'ils 
s’en  approchent  successive!***# t-,  , 


fss:—  lrOI  12  1 

k"nr^ — 0.9944  I 
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La  concentration  de  compensation  , qu  il 
est  nécessaire  d’employer  seulement  pour  les 
séries  alternatives  divergentes  , accélère  , dans 
ce  cas-ci , la  marche  de  la  série  de  concentra- 
tion ; car  on  a 
ç>=  i ,o55  1 

*<p  = 0,9644  J ’ 99  l Ij00i5  } .. p 


kn 0994  J > i,oooa5  y." 

ky «•  0,999  J 


Je  prends  enfin  , pour  dernier  exemple  , le 
douzième  du  tableau,  dont  les  facteurs  sont 
(x  — 3)(a?  + 4)(*+5),  elle  a la  forme 
x * kx a — Bac  — C = o , et  quoique  la  pre- 
mière racine  soit  la  plus  petite  en  nombre  , 
néanmoins  sa  quasi-valeur  x n’est  pas  la  plus 
petite  de  toutes  les  quasi-valeurs  de  la  pro- 
posée, à cause  que  B étant  négatif,  il  en  ré- 
sulte que  $ est  négatif  également  ; alors  elle 
n’est  susceptible  que  d’une  concentration  di- 
vergente. En  effet  on  a 1 

t = — 3,o3  ] On  voit  que  cette  série  di- 
fc  x = — 2,809  I verge  en  s’éloignant  alterna- 
it' v = — 3,38i3  j tivement  de  la  racine  = 3 ; 
k"x  = — 2,427  J néanmoins , par  la  série  de 
compensation , on  parviendrait  à cette  valeur 
à l’aide  des  deux  premiers  termes  x et  kx. 

On  voit , en  général , que  la  série  de  con- 
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eentration  ne  s’applique  invariablement  qu’à 
la  quasi-valeur  de  la  petite  racine  dans  les 
équations  dont  les  racines  ont  le  même  signe , 
et  qu’elle  s’étend  encore  dans  le  domaine  des 
équations,  dont  une  des  racines  a un  signe  dif- 
férent des  autres,  pourvu  que  la  quasi- valeur 
de  cette  racine  soit  la  plus  petite  des  quasi- 
valeurs  de  l’équation.  Telle  est  sa  limite , au- 
delà  de  laquelle  la  concentration  ne  présente 
que  des  séries  divergentes  et  vagues.  Mais , 
comme  on  le  verra , cette  loi  générale  suffit 
pour  concentrer  les  quasi-valeurs  de  toute 
espèce  d’équation. 

De  la  résolution  des  valeurs  de  x , ou  deuxième 
méthode  de  solution  simple. 


111.  Cette  partie  consiste  à résoudre  l’é- 
quation 

x'  + P#  ■+■  Q = o. 

Cette  équation  est  susceptible  de  deux  solu- 
tions , la  première  en  exprimant  P et  Q en 
fonctions  de  $ et  de  ? ; la  deuxième  en  l’ex- 
primant en  fonctions  de  n etfr. 


P>* I d’oùi*\&<  — 


J’ai 


\ 


x 


P = — puis  / Q<— ■ -x* — $x.  v 
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j Ai»;!!*.  ’ 

puis , a cause  de  p < 9 , j ai  y >•  — . 

Ensuite  des  deux  inéquations  opposées  de  , 

. G -i  ’ji  , 

j’obtiens  1 inéquation — ■ < — xa — **  ; d ou 

enfin  j’ai  l'inéquation  du  deuxième  degré , 


x * + +-*  o. 

<? 


Je  puis  résoudre  la  même  équation  en,  em- 
ployant n et  ir  ; comme  ces  quasi-valeurs  ont 
une  direction  contraire  à celle  de  * et  de  p r 
j’obtiendrai , en  faisant  les  mêmesopératioos, 
cette  autre  inéquation  , 

...  - - ‘.V  :v  A,  \*  1 

te*  + 

cr 


Or , je  dis  ma  in  tenant  que  la  résolution  de  ces 
deux  inéquations  donne  la  double  formule  sui- 
vante , des  trois  racines  de  la  proposée , en 
appelant  X,  , xt  i,  a?,  , sçs  tçois  valeurs  suc- 
cessives r ■ 


112.  De  l’inéquation  en  * . - De  l’inéquation  en  n . 
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Il  s’agit  de  démontrer  les  différentes  par- 
ties de  cette  double  formule. 

Q 

Il 3.  i°.  Dans  l’inéquation  **  + $#+  — <o 

? 


le  coefficient  $ est  plus  petit  que  la  somme  des 
deux  plus  petites  , ou  des  deux  premières 
racines , à cause  de  P > * ; et  le  dernier  ter- 
C 

me  — est  le  produit  C des  trois  racines  divisé 
<P 


par  une  quantité  plus  grande  que  la  troisième 
racine  : ce  quotient  est  donc  plus  petit  que  le 
produit  des  deux  petites  racines.  Les  deux 
quasi- valeurs  de  cette  inéquation  doivent 
donc  appartenir  aux  deux  premières  racines 
de  la  proposée  ; par  conséquent  l’expression 


— 


doit  appartenir  à la  plus  pe- 


tite , et  l’autre  quasi-valeur  à la  seconde. 

En  faisant  le  même  raisonnement  sur  l’ine- 
quation  du  deuxième  degré , en  fonction  de 
n et  de  t , on  voit  que  ses  deux  quasi-valeurs 
doivent  appartenir  aux  deux  plus  grandes  ra- 
cines de  la  proposée  ; par  conséquent  l’expres- 


sion 


~ doit  appartenir  à la 


'TT 


troisième , et  l’autre  quasi-valeur  à la  se- 
conde. . . x 
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Quant  à la  troisième  racine  de  la  première 

fyj  — ■ - ^ 

r * * , 

P,  <* 

d’où  — •#,•<?*  ou  art> — ? ; et  enfin  *,= — <C? 
en  effectuant.  En  opérant  de  même  pour  la 
première  racine  de  la  deuxième  formule,  on 
a x,  = — > ; 

ll4.  a0.  Il  faut  remarquer  maintenant 
qu’en  résolvant  l’une  des  deux  inéquations  du 
deuxième  degré , la  première , par  exemple 
£ 

x'  + 4 x d — ; d’après  la  méthode  de  solution 

pi  > 

connue  , on  a les  deux  quasi-valeurs 


<p 


et  en  effectuant  ces  deux  quasi -valeurs,  on 
devrait  avoir 


Il  en  est  de  même  pour  la  résolution  de  l’iné- 
quation en  n. 

Cependant  , dans  la  double  formule  ci- 
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dessus  , on  a transporté  le  signe  négatif  de 
l’autre  côté  du  signe  d’inéquation  , sans  en 
changer  la  direction,  comme  on  l’a  fait  pour  la 
troisième  racine  x = — < p , et  comme  le 
prescrit  la  théorie.  Pour  en  développer  la 
raison  , je  ^nsidère  les  deux  équations  du 
deuxième  degré , 

s* + Ajt  + B = oetx*  — A*  + B = o ; 

dont  la  première  a ses  racines  négatives , et  la 
deuxième  ses  racines  positives  : on  a , pour 
l’une  et  Vautre,  également  cette  solution: 


c’est-à-dire  que  dans  ces  deux  solutions  on 
employé  le  double  signe  d=  de  la  même  ma- 
nière ; il  faudra  l’employer  ainsi  : 


*=—  ^Aqpl/ B et  #==iÀsfcv/iA*—  B. 

i v.  ,<*  î 't  . 

Cette  distinction , dans  les  équations , paraît 

absolument  inutile , elle  présente  même  une 
futilité  insignifiance  ; mais  il  n’en  est  pas  de 
même  dans  le  calcul  des  inéquations , le  signe 
d’inéquation  fait  une  différence  entre  dbfet  qp; 
et  je  dis  que,  pour  la  résolution  de  l’inequa- 

, . .Cf'  " '. 

tion  a?*  + d — <o  , dont  les  deux  racines 

9 -f  v 

sont  négatives  par  la  forme  de  l’ipéquation , il 
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faut  employer  le  signe  double  op,  de  manière 
que  l’on  ait 

*<  — î*  — V/ 

P 

«>-*♦  + l/V^j 

et  en  effectuant  on  aura 


*=— >i*+  7» 


Ce  qui  donne  aux  quasi-valeurs  une  direction 
d’inéquation  qui  est  la  même  que  celle  qu’on  a 
mise  dans  la  double  formule  (na),  et  qui  est 
contraire  à celle  qu’on  aurait  si  l’on  employait 
le  double  signe  =b,  comme  quand  les  racines 
sont  positivés. 

1 1 5.  Pour  le  démontrer  , je  suppose  que 
l’équation  proposée  ait  ses  trois  racines  posi- 
tives et  qu'elle  ait  en  conséquence  la  forme 

- . . n ; ; ■ » ■ * ; ' * 

x3 — Ax’  + Bx — C=o. 

, t*  . ../’»*  I - • 

Je  la  décompose  également-  en  deux  facteurs , 
qui  auront  cette  forme  (a?* — Par4-Q)(x — p)—0. 
En  la  traitant  comme  la  précédente , j’aurai 
également À=P+ p , B=Q  + Pp,  C=PQ(5o)* 
J’aurai  donc  pouf  les  quasi-valeurs  originelles 
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les  mêmes  expressions  p >*  * , /><?,  etc.  elles 
naîtront  4e  même  primitivement  de  l’équa- 
tion  p 3 — A p*  -t-  Bp  — C = o,  abaissée  au 
deuxième  degré  par  l’inéquation  Q < jP‘.  Cela 
posé,  pour  résoudre  d’abord  en  fonctions  de  $ 
l’équation 

jc*  — P je  + Q = o, 


J 31 


< 


jt>  + Q 


Q > «>jc — x*  ; 


d’un  autre  dôté'j’». .......  Q > — . 

P 

Comme  ces  deux  inéquations  de  Q sont  dans 
la  même  direction , je  ne  puis  pas  voir  immé- 
diatement quelle  est  la  direction  du  signe 
c 

d’inéquation  entre  — et  4>  x — x *.  Pour  la 
connaître,  j’établis  d’abord  l’inéquation  incer- 


taine. A: 


« U^x  — » **  , 


r 

ou  bien. - ]|  ip(* — a ) ; 


C 


je  transforme  ainsi  - J|  (p^-f  z)(P — z — *)  ; 


en  multipliant.  . . - jj®^— a?)^p(P— p, — x— z) 
* ’• 
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J’observe  que  P — z<  ayant  été  mis  à la  place 
de  c> , on  a P =/?,+/?.,  d’où  l’inéquation 
devient 
C 

- ||/>,(P—  x)+(p,  +Pt — p, — x — x)z; 

je  mets  <p  pour  ^,  + .2,  j’ai 

C ; ■ 

“ I(P,(P  — *)  + P,  +pi  — X — ç)zy 

si  x = p, , on  a 

“ IIP,(p—*)  + (P~tiz> 

* 

si  x — plt  on  a 

il  />,CP — *)+(p ,“*)*> 

x 

J e compare  ces  deux  inéquations  avec  l’équation 

^=i>(p  — *); 

X 

or  on  a Jpi — ? <o  et  pt  — p <o  , donc 
C 

x>P,(p—  *)+(p,  +P>  — * — »)*» 

donc , en  remontant  à la  première  inéquation , 
C 

- > * x — x" , 
f 

» 

on  obtient  de-là  l’inéquation  du  deuxième  degré 

C 

. t x%  — *x  + - > o ; 

^ * 
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ll6.  D’où  Ion  a 

9 

*,<7*— \/  i**  — -• 

9 

Ces  deux  directions  sont  les  mêmes  que  celles 
des  mêmes  quasi -valeurs  de  la  double  for- 
mule^ 12),  considérées  comme  métanégatives; 
et  comme  ces  deux  dernières  directions  sont 
celles  qui  appartiennent  aux  quasi -valeurs 
positives , elles  conviennent  donc  également 

C 

aux  quasi-valeurs  de  l’inéquation  x'  + Qx  H — , 

9 

qui  ne  diffère  de  celle-ci  que  parce  que  ses 
racines  sont  négatives , lorsqu’on  considère  le 
rapport  d’inéquation  de  ces  racines  indépen- 
damment de  leur  signe , ou  lorsqu’on  les  fait 
métanégatives. 

Il  a donc  fallu  dans  la  résolution  de  l’iné- 

»,  ' • 

C 

quation  <*■“+  ®or-l — <0  prendre  le  double 
9 

signe  q=  et  non  pas  =t.  Pour  avoir  d’abord 

9 

x>—±*  + [/  — ,, 

et  pour  obtenir  en  quasi-valeurs  métanégatives 
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les  mêmes  directions  que  celles  qu’on  obtient 
pour  les  quasi-valeurs  positives. 

117.  Pour  voir  comment  cela  dort  avoir  lieu, 
je  compare  les  deux  quasi-valeurs  de  Q , celle 
des  jt  positifs  et  celle  des  x négatifs  avec  l’équa- 
tion Q = Px — x*;  je  vois  d’abord  évidemment 
que  celle  des  x positifs  Q><t>x — x*  a la  direc- 
tion qui  lui  convient  à cause  de  P>«>.  Quant 
à celle  des  x négatifs  Q-fC — <t>x — x%  le  second 
membre  de  cette  inéquation , en  substituant 
la  valeur  de  x négatif,  fait  une  quantité  égale 
au  deuxième  membre  <t>x  — a*  de  l’inéquation 
des  x positifs,  mais  alors  sa  direction  est  fausse. 
Je  compare  ensuite  les  deux  inéquations 

G 

x*  — ^ x + - > o , 

9 

C 

X%  + O X + — < O 
9 

1 

que  je  transforme  en 

9 

Y 

On  voit  que  ces  deux  inéquations  ayant  leurs 
deux  membres  positifs  quand  les  racines  sont 
réelles , et  les  deuxièmes  membres  étant  les 
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mêmes,  si  la  direction  d’inéquation  est  vraie 
dans  la  première , il  faut  qu’elle  soit  fausse  dans 
la  deuxième. 

Mais  d’un  autre  côté  si  (x—~ \<t>)  est  une 
quantité  positive  , il  faut  que  (.r + •£«>)  soit 
une  quantité  négative  ; ainsi  la  deuxième  iné- 
quation n’a  une  direction  fausse  ique  parce 
qu’à  sa  racine  elle  a une  direction  vraie.  C’est 
le  cas  de — 4<  — 3 qui  donne  au  quarré  i6<g. 

Il8.  Mais  si  au  lieu  de  considérer  l’origine 
du  quarré  j’extrais  sa  racine  comme ‘s’il  était 
produit  par  une  racine  positive , en  em- 
ployant le  signe  double  ± , il  en  résulterait 
par  cela  même  l’effectuation  du  signe  d’iné- 
quation , et  j’aurais  immédiatement  la  direc- 
tion des  quasi- valeurs  négatives  effectuées,  ou 
des  quasi-valeurs  métanégatives.  Ainsi,  quel 
que  soit  le  signe  des  racines  de  l’équation 
proposée  x3  + Ax*  + Bar  -f-  C = o,  en  résol- 
vant toujours  l’inéquation  du  deuxième  degré 

Ç 

x3  + * x -j — avec  le  double  signe  =b,  on  aura 

dans  tous  les  cas  immédiatement  la  direction 
qui  convient  aux  quasi- valeurs;  si  elles  sont 
positives,  le  double  signe  ± leur  convient  direc- 
tement , et  si  elles  sont  négatives  , l’emploi  de 
ce  même  double  signe  les  effectue.  On  peut 
donc  dire  que  les  quasi- valeurs  en  x sont 
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mètanégatives.  Mais  alors  on  se  sert  d’une' 
expression  abrégée,  elles  ne  le  sont  que  par 
un  résultat  d’opérations  qu’on  n’indique  pas , 
c’est  ainsi  qu’en  algèbre  on  dit  par  abrégé , 
moins  par  moins  donne  plus. 

Dans  cette  discussion  , je  ne  me  suis 
pas  occupé  de  la  résolution  de  l’inéquation 

C . , 

x*  nx  -1 — > o , on  en  va  voir  la  raison.  * 

. 'S* 

119.  Je  reviens  maintenant  à la  double 
formule  1(i  1 a)  ; que  signifient  ses  six  quasi- 
valeurs  , tandis  que  la  proposée  n’a  que  trois 
racines  ? J’observe  que  l’équation  proposée 

4-  A*4  + Bar  4-  G = o , doit  être  considérée 
sous  deux  points  de  vue  : i°.  on  peut  consi- 
dérer que  ses  coëfficiens  sont  tous  intrinsè- 
quement positifs , et  que  par  conséquent  elle 
est  déterminée  à avoir  ses  trois  racines  né- 
gatives ; 20.  on  peut  la  considérer  sous  un 
point  de  vue  plus  général , en  regardant  ses 
coëfficiens  comme  susceptibles  d’avoir  une 
valeur  intrinsèque  quelconque , négative  ou 
positive  : sous  ce  deuxième  point  de  vue 
l’équation  peut  appartenir  à toute  espèce  de 
racines. 

Je  ne  l’ai  considérée  jusqu’alors  que  sous 
le  premier  point  de  vue , je  continue  encore 
de  la  considérer  de  même.  J’observe  mainte- 
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nant  que  ce  signe  du  radical  des  deux  quasi- 
valeurs  de  l’inéquation  en  n , savoir  : 

»,=-<:"+  V jn— 2, 

fil 

*,=— >in—  v in*-2, 

'ÛT 

est  imaginaire  ; car  si  à la  place  de  ^ n1  je  mets 
sa  valeur  B — n -w  (59)  — B — A -a-T-f-  -sr’*  ; ce  ra- 
dical deviendra  X,/  — — ^ ^ — ; 

T /g- 

expression  qui  est  imaginaire  toutes  les  fois  que 
les  racines  de  la  proposée  sont  réelles;  car  on  a 
alors  -»3 — A'»'*  + Bit — C<o  [6g)  ; tandis  que  le 

radical  |/V~2  = \/ ^-Aa'+Br-C, 

K <P  P 

de  l’expression  en  p est  toujours  réel  quand  les 
trois  racines  le  sont  (69). 

En  comparant  maintenant  le  grand  radical 
de  l’inéquation  en  <i>  avec  eelui-ci , et  substi- 
tuant , dans  l’un  et  l’autre , leurs  valeurs,  en 
coëfficiens,  j’ai  pour  l’inéquation  en 


i /— aA3  + 9AB  — 27C  + a^/(A*  — 3B)3 

A + 2 y/  A1  — 3 B 
pour  l’inéquation  en  ir, 

/— 2A3+9AB— 27C— 2y/(A»— 3B)a 
A •>  * / A * — .3  H 
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_ Je  remarque  maintenant  qu’en  multipliant 
. les  dpux  numérateurs  de  ces  radicaux,  l’un 
par  l’autre  , j’aurai  l’inéquation  générale  déjà 
„ trouvée  ci-dessus  (71)  : 


4A3C  — A’B1—  i8ABC+4B3  + 27Ca<o  ; 

et  si  je  fais  A = o , le  produit  des  deux  radicaux 
deviendra 


Ce  radical  est  le  même  que  celui  qu’on  obtient 
en  résolvant  les  équations  du  troisième  de- 
gré (10)  , par  les  méthodes  connues. 

On  voit  déjà , par  ce  résultat , que  les  iné- 
quations en  <■>  et  en  n renferment  les  fonctions 
qui,  par  leur  composition  , forment  les  expres- 
sions imaginaires  du  cas  irréductible.  Ainsi 
l’on  voit  qvie  le  calcul  des  inéquations  est  la 
vraie  méthode  de  la  décomposition  algébrique: 
toute  la  suite  le  fera  voir  encore. 

120.  Il  ne  faut  pas  confondre  .ces  quasi- 
valeurs  de  l’inéquation  en  n,  qui  n’ont  que  la 
forme  imaginaire  , avec  les  quasi-valeurs  ima- 
ginaires qui  appartiennent  à l’équation , et  qui 
naissent  de  la  relation  de  ses  coëfficiens  : le 
calcul  des  inéquations  les  distingue  toujours 
comme  on  le  verra.  Comme  ces  quasi-valeurs 
de  l’inéquation  en  n constituent  le  cas  irré- 


Digitized  by  Google 


, DU  CALCUL  DES  INÉQU ATIOKS.  I47 

ductible,  je  les  appellerai  quasi-valeurs  irré- 
ductibles. 

En  traduisant  la  double  formule  (iia)en 
valeurs  de  coëfficiens,  faisant  comme  ci-dessus 
A1  — 3B  = r,  et  la  relation  rationnelle  des 
trois  coëfficiens  — a A3  + 9 AB  — 27C  = i9G , 
et  omettant  le  signe  = entre  x et  le  signe  d’iné- 
quation , la  double  formule  deviendra 

121.  Quasi-valeurs  en  <I> , 


Quasi-valeurs  en  ri , 


En  comparant  ces  formules  avec  celle  du 


deuxième  degré , 


on  voit  qu’elles  suivent  la  même  loi.  D’abord 
si  toutes  les  racines  sont  égales , la  partie  ra- 
tionnelle — y A est  la  seule  qui  reste,  toutes 
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les  quantités  affecte’es  de  radicaux  s’évanouis- 
sent ; elles  servent , comme  dans  le  deuxième 
degré , à déterminer  1 inégalité  des  racines.  On 
peut  remarquer  que  le  grand  radical  contient 
une  fonction  du  radical  du  terme  précédent, 
combinée  avec  une  relation  rationnelle  de  coëf- 
ficiens  qui  devient  séparément  = o quand 
les  racines  sont  égales.  Il  en  sera  de  même  des 
quasi-valeurs  des  racines  appartenant  à une 
équation  d’un  degré  quelconque  ; elles  seront 
composées  d’abord  d’un  premier  terme  ration- 
nel — A,  pour  le  degré  m ; puis  d’une  suite 
m 

de  radicaux  du  deuxième  degré  , dont  chacun 
contiendra  une  fonction  de  radicaux  des  ter- 
mes précédens  ; de  sorte  qu’elles  ne  présente- 
ront qu’une  suite  de  racines  quarrées  à extraire. 

122.  En  remontant  maintenant  à l’origine 
de  la  séparation  de  ces  six  quasi  - valeurs , la 
résolution  de  l’équation  en  p sépare  d’abord 
deux  quasi-valeurs  m et  ? , qui  sont  les  deux 
limites  extrêmes  de  l’équation  , l’une  en-deçà 
de  la  plus  petite  racine,  et  l’autre  au-delà 
de  la  plus  grande  ; et  en  deux  autres  paires  de 
quasi-valeurs  n et  <t>.  Des  deux  limites  -s-  et  <p  , 
il  n’y  a que  la  quasi-valeur  v qui  soit  susceptible 
de  converger  invariablement  vers  la  valeur  de 
la  petite  racine  par  une  série  de  concentration  ; 
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l’autre  ne  se  concentre  que  dans  certains  cas  , 
et  ne  peut  pas;  par  conséquent , entrer  dans 
les  formules  generales  de  solution. 

De  même , les  deux  paires  de  quasi- valeurs 
* et  n,  «tant  séparées  par  la  résolution  de 
l’équation  jr1 4-  Px  -J-  Q — o,  il  n’y  a des  quatre 
quasi- valeurs , qui  en  résultent,  que  la  petite 

quasi-valeur  x,  — <;*-  — — qui 

P 


forme  une  autre  limite  opposée  de  la  petite 
racine  , et  qui  peut  y converger  invariable- 
ment par  la  concentration. 

D’abord  c’est  ©elle  des  deux  quasi-valeurs 
en  « dont  la  latitude  est  la  plus  petite , ou 
qui  approche  le  plus  près  de  sa  racine  corres- 
pondante. En. effet,  la  somme  des  deux  raotnes 

Q 

de  l’inéquation  x*+  *x  + — = o,  quiest=<î>, 

est  plus  petite  que  la  somme  des  deux  plus  pe- 
tites racines  de  la  proposée  , à cause  de  P>  <t>  ; 
or,  par  là  résolution,  de  cette  inéquation  , la 
plus  petite  de  ces  deux  quasi-valeurs  se  trouve 
• plus  grande  que  la  plus  petite  racine  de  la  pro- 
posée, puisqu’on  ax4 — <7$- 

* t.  * 

il  faut  donc  que  l'expression  dé  >la  deuxième 

— > t*  + Vf-,** s’éloigne  de  x% , 

r 4 * 
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non-seulement  à raison  de  P > * , mais  encore 
à raison  de  ce  que  la  petite  quasi-valeur  a pris 
pour  dépasser  la  première  racine  x , r de  sorte 
que  sa  latitude  est  composée  de  deux  élémens , 
tandis  que  la  petite  quasi-valeur  ne  surpasse 
sa  racine  que  par  la  différence  de  ces  deux 
élémens.  La  deuxième  quasi-valeur  a donc  un 
principe  de  divergence.  Les  deux  autres  quasi- 
valeurs  en  n , qui  sont  irréductibles  par  leur 
forme  imaginaire,  sont  encore  moins  suscep- 
tibles d’entrer  dans  les  formules  de  solution. 
Il  faut  donc  regarder  la  quasi -valeur  de  xt 
comme  une  autre  limite  convergente  de  l'équa- 
tion , et  qui  a été  rapprochée  de  la  valeur  de 
sa  racine  , par  les  opérations  d’inéquation , 
comme  l’autre  limite  p^>k<u.  Je  forme  avec» 
ces  deux  limites  opposées  la  formule 


Formule  123'.  X. 

Se  solution 
des  racines 
négatives. 


Je  l’appelle  formule  de  solution  , par  opposi- 
tion à toutes  les  précédentes  qui  ne  sont  que 
des  formules  purement  théoriques  , par  le 
moyen  desquelles  je  suis  parvenu  à extraire 
celle-ci.  Ses  deux  limites  sont  les  seules  qui 
puissent  se  concentrer  par  une  série  invariable 
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de  concentration,  et  aboutir,  par  deux  direc- 
tions opposées  , à la  valeur  de  la  première 
racine  : on  peut  voir  combien  il  est  facile  d'y 
parvenir  par  les  méthodes  de  concentration 
développées  ci-dessus. 

Si  je  prends  les  deux  autres  limites  de  l’é- 
quation , j’aurai  cette  autre  formule, 


Ces  deux  limites , lorsque  les  coéfficiens  de  la 
proposée  sont  intrinsèquement  positifs  , sont 
réfractaires  à la  solution , je  l’appelle  formule 
divergente  ou  irréductible.  : j’en  ferai  usage 
ci -après  : 

125.  Je  considère  maintenant  l’équation 
ar,-|-Aa;ï  + Ba;  + C=:o  sous  son  point  de  vue 
le  plus  général , tel  que  les  coéfficiens  puissent 
avoir  une  valeur  quelconque  v pqsitive  ou  né- 
gative, et  je  considère  d'abord  le  cas  où  toutes 
les  racines  sont  positives  ^c’est-à-dire  le  cas 
où  les  coéfficiens  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs.  Cela  posé  , je  reprends  les  deux 


C 

- <o. 


inéquations 


ix%  + *x  + - 
9 

C 

X * + n*+  - > O- 

v 


; 
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Si  les  valeurs  de  x sont  négatives , la  pre- 
mière de  ces  deux  inéquations  donne  deux 
quasi-valeurs  réductibles , et  la  deuxième  deux 
quasi-valeurs  irréductibles  ; mais  si  les  racines 
sont  toutes  positives , alors  * devient  — n (55) 

C 

en  faisant  ressortir  le  signe  négatif  de  A , et  - 

<P 

Q 

devient  - en  faisant  également  ressortir  le  signe 

'Sr 


de  C : le  changement  contraire  a lieu  dans  la 
deuxième'  inéquation  ; on  aura  donc  cette 
transformation  : 


«:*+**+— <o 

f 

(] 

Æ*4-n.v+->»ol 


x* — TTar-b-cCo. 


se  changent  en< 


x* — 4>x4-->o. 


On  voit  que , dans  ce  cas , l’expression  en  n 
n’est  plus  irréductible  , mais  qu’elle  convient 
au  cas  où  toutes  les  racines  sont  positives  ; et 
qu’au  contraire  alors  , c’est  l’inéquation  en  * 
qui  devient  irréductible  , en  appliquant  cette 
transformation  à la  double  formule  (i  12),  on  a 
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126  . Les  quasi-valeurs  négatives^  » c langent 

Y/  ^*-5 

w <p 

<p 

*3  —<<P 


'"quasi-valeurs  positives 

*3<in+|X  in* 


*3-<in+l/  -in*-^ 
n jx — >în — \/*  iq»-c 


Us— >*•. 


et  appartiennent 
de  l'équation  x*  -4*  Ax4  + Bj  + C = o J à l'équation 


en 

$ 


»>Tn—  \/  ï l1— -• 
*!>»• 

<^-V/ 

**>\*+[/ 

*3<<P- 

— Axl  -+-  Bx  — C = O. 


Ainsi,  en  considérant  que  la  proposée  a ses 
coëfficiens  tous  positifs , il  n’y  a que  les  deux 

limites  xl  — >«et#  — — \/  ï** — ~ 

. . 9 

qui  servent  à la  formule  de  solution  ci-des- 
sus (ï23)  ; mais  en  considérant  qu’elle  a ses 
coëfficiens  alternativement  positifs  et  négatifs, 
cette  formule  devient  la  formule  divergente , 
ou  irréductible  ; et  la  formule  divergente  de- 
vient la  formule  de  solution.  Ainsi  l’on  a la 
double  formule  de  solution  qui  suit , pour  les 
équations  dont  les  racines  sont  toutes  demêarie 
.signe:;  .....  . ; ....  , j . . ».  . 
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127.  Pour  les  racines  toutes  négatives, 
C 

> 


B — n «■ 

<r*— l/  i*1  — 


p 


Pour  les  racines  toutes  positives, 
C 


< 


B — * 1 


<ïn  + 


i/w-i 


Il  faut  remarquer  que  dans  cette  dernière  for- 
mule on  n’a  pas  fait  ressortir  le  signe  négatif 
des  quantités  dans  la  seconde  limite,  car  «lie 
serait  devenue  la  même  que  la  première.  Ce 
n’est  que  dans  la  colonne  à droite  de  la  for- 
mule précédente  qu’on  les  a fait  ressortir. 

Cette  double  formule  de  solution  pour  les 
racines  du  même  signe  est  la  seule  dont  on 
fera  usage  dans  le  deuxième  mode  de  solution  ; 
.elle  servira,  comme  on  le  verra,  à résoudre 
toutes  les  équations  du  troisième  degré,  quel 
que  soit  le  signe  de  leurs  différentes  racines , 
sans  leur  faire  subir  aucune  préparation  préa- 
lable. 

Il  n’est  cependant  pas  inutile,  pour  lé  déve- 
loppement de  la  théorie,  d’appliquer  la  formule- 
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des  six  quasi-valeurs  aux  équations  dont  les 
racines  sont  indifféremment  négatives  ou  posi- 
tives. Je  dispose  ces  six  quasi-valeurs  en  trois 
paires  de  limites  de  cette  manière 


1 29.  Il  faut  remarquer  que  s’il  y a seulement 
une  racine  positive,  ce  sera  évidemment  celle 
de  *,  ; pf  sera  négatif,  et  par  conséquent  sa 
quasi-valeur  v sera  négative.  S’il  y a deux  ra- 
cines positives,  ce  sera  x\  et  x% , et  il  est  clair 
que  la  quasi-valeur  de  xt  sera  plus  grande  en 
nombre  que  celle  , de  xt;  car  l’expression  de 

la  première  ( ± i>  — \/  ' ^ aura  un  • 

\ ■ ; -înyMîVo  P ' 

résultat  négatif  évidemment  plus  grand  en 
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nombre  que  l'expression 


) 


de  la  deuxième  ; pt  et  pt  seront  négatifs , 
Pi  restera  positif  ainsi  que  sa  quasi-valeur  p, 
qui  ne  deviendra  négative  que  lorsque  les  trois 
racines  seront  positives  et  elle  sera  alorsla  plus 
petite  en  nombre.  De  sorte  que  l’ordre  des 
valeurs  des  racines  dans  l’équation  en  p et 
dans  l’équation  en  x sera  selon  ces  deux  suites 


Equations  en  p;—5}— 4,_ 3 2,—  i)0,-f-i  + 2+3-f-4,etc. 
Equations  en  *,  4-5  4-4  -f-3  -f-a  +1,0  — 1 — 3 — 3 — 4, etc. 


l5o.  C’est  sur  cette  formule  qu’on  a calculé 
les  différens  exemples  du  tableau  ; on  peut 
voir  que  toutes  les  applications  sont  conformes 
à la  théoriequon  a développée.  Il  ne  s.’agit  ici 
que  des  équations  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles.  Voici  ce  qu’on  y remarque  : 

i°.  Dans  les  sept  premiers  exemples  , .dont 
toutes  les  racines  sont  négatives,  la  première 
racine  a-,  est  entre  les  deux  limites  opposées  «r 


etr® 


a°.  Les  quasi-vaîetirs  en  fonctions  de  ® des 
racines  x,  et  xt  ont  tmé  forme  réelle  avec  la 
direction  déterminé^ i*4)  > les  quaçi-valeurs 
de  xt  et  en  fonctions  de  n ont  une  forme 
imaginaire  à l’exception  des  exemples  6 et  7 : 
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/ cela  vient  de  ce  que  la  valeur  de  -b-,  qui  est  le 
dénominateur  de  grand  radical,  est  négative; 
mais  ces  quasi -valeurs  ont  une  très-grande 
divergence  qui  les  rend  aussi  peu  propres  à 
donner  une  formule  de  solution  que  les  pré- 
cédentes qui  ont  la  forme  imaginaire.  Elles 
ont  néanmoins  la  direction  d'inéquation  qui 
leur  convient. 

3°.  Dans  l’exemple  sixième,  les  deux  quasi- 
valeurs  de  l’inéquation  en  donnent  exacte- 
ment des  valeurs  des  deux  racines  égales,  qui 
sont  les  deux  plus  petites  = i,  et  dans  l’exem- 
ple septième , ce  sont  les  deux  quasi-valeurs 
de  l’inéquation  en  n qui  donnent  exactement» 
les  deux  racines  égales  qui  sont  les  deux  plus 
grandes  = io;  c’est  une  suite  nécessaire  de  ce 
qu’on  a vu  plus  haut  (85)  , car  si  dans  le 
sixième  exemple  la  valeur  de  <p  a donné  exacte- 
ment ia  racine  inégale  = 20, il  est  nécessaire 
que  ^ contienne  exactement  la  somme  des 
deux  racines  égales , et  que  par  conséquent 


= o ; par  la  même  raison 


t 


on  voit  que  dans  l’exemple  septième , n doit 
contenir  exactement  la  somme  des  deux  ra- 
cines égales,  qui  sont  les  deux  plus  grandes, 


et  l’on  doit  avoir 


o. 
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4°.  L’exemple  huitième  est  précisément  l’in- 
verse de  l’exemple  premier.  C’est  la  valeur 
de  #5 , qui  est  entre  les  deux  limites  opposées 


et  réelles  <p  et  £ n + 


C 

in* , 


ii  sont  les 


mêmes  que  les  deux  limites  opposées  de  x , , et 
ce  sont  les  quasi-valeurs  en  <t>  qui  ont  la  forme 
imaginaire.  Ainsi  les  exemples  premier  et 
huitième  confirment  la  double  formule  de 


solution  aux  racines  de  même  signe  (127). 

5°.  Dans  les  exemples  suivans,  où  les  racines 
sont  de  différens  signes,  les  quasi-valeurs  de 
l’inéquation  en  n ont  la  forme  réelle  ; cela 
vient  encore  du  dénominateur  v du  grand 
radical  qui  est  négatif. 

6°.  Dans  les  exemples  dixième  et  douzième , 
qui  n’ont  qu’une  racine  positive,  cette  racine 
appartient  aux  deux  limites  de  xt , et  dans  les 
exemples  neuvième  et  onzième,  qui  ont  deux 
racines  positives,  les  deux  limites  de  x, , appar- 
tiennent à la  plus  grande  en  nombre  des  deux. 

70.  Toutes  les  quasi-valeurs  du  tableau  qui 
proviennent  des  inéquations  en  n et  en  o ont 
constamment  la  même  direction,  soit  qu’elles 
expriment  des  valeurs  négatives  ou  positives.  ' 
On  en  a vu  la  raison  (116)  (118).  Il  n’en  est 
pas  de  même  des  quasi-valeurs  de  «•  et  de  <p  ; 
toutes  celles  qui  sont  négatives  et  appar- 
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tiennent  en  conséquence  à des  racines  posi- 
tives en  x , ont  été  effectuées  en  changeant 
leur  signe  d’inéquation.  Voilà  pourquoi  la 
valeur  a:,,  de  l’exemple  huitième,  se  trouve 
entre  deux  limites  de  direction  opposéç,  quoi- 
qu’elle appartienne  dans  la  double  formule  de 
solution  (127)  à deux  quasi-valeurs  qui  ont  la 
même  direction , savoir  : 


<9 

<7  n + 


C 


parce  que  dans  cette  formule  la  valeur  de  <p, 
qui  est  intrinsèquement  négative,  n’est  pas 
effectuée  ; tandis  qu  elle  est  effectuée  dans 

l’exemple  du  tableau  où  l’on  a x,  f ^>°^4;)3 

1 l<r,o3g. 

l3i.  Il  s’agit  maintenant  d’appliquer  ces 
formules  aux  équations  qui  contiennent  des 
racines  imaginaires.  Il  faut  distinguer  deux  cas 
comme  ci-dessus,  i°.  quand  le  radical  ori- 
ginel t/F  est  réel  ; 2°.  quand  il  est  imaginaire. 
Premier  cas , comme  il  n’y  a alors  que  l’une 
des  deux  quasi-valeurs  ^ ou  1 p qui  puisse  appar- 
tenir à la  paire  de  racines  imaginaires  (7 6),  ce 
cas  se  subdivise  en  deux  autres  : 

SC  — 2 r l/  r>  o^ 1 
SC  + 2 rj/  r>o; 


i°.  Si  p,  est  réel,  on  a (80) 


\ 
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mais  ces  deux  quantités  forment  l’expression 
du  grand  radical  dans  les  quasi  - valeurs  de 
l’inéquation  en  <i>  et  en  n ; toutes  ces  quatre 
quasi-valeurs  auront  donc  une  forme  réelle. 
Ainsi  x qui  est  la  racine  réelle,  aura  ses  deux 
limites  ou  ses  deux  quasi-valeurs  exprimées 
en  quantités  réelles  comme  cela  doit  être  ; mais 
les  deux  autres  racines  x%  et  x , , qui  sont  ima- 
ginaires , auront  également  leurs  quasi-valeurs 
exprimées  en  quantités  réelles.  Ainsi , dans  ce 
cas,  les  quasi- valeurs  de  la  formule  seront 
toutes  réelles,  à moins  que  le  dénominateur  -s- 
du  grand  radical  qui  appartient  à l’inéquation 
en  n , ne  soit  négatif.  _ • 

2°.  Si  n,  est  réel,  on  a (80)  ^r^r_ ^ ; 

v J iSC  + ari/rCo 

dans  ce  cas,  le  grand  radical  des  quasi- valeurs 
en  <!>  et  en  n est  imaginaire  ; d’après  cela  les 
deux  racines  imaginaires  x,  et  xx  auront  l’ex- 
pression imaginaire  qui  leur  convient , mais 
aura  aussi  une  expression  imaginaire  quoi- 
que réel.  Ainsi , dans  ces  deux  cas,  les  quasi- 
valeurs  réductibles  en  ont  la  forme  qui  con- 
vient à leur  racine,  et  les  quasi-valturs  irré- 
ductibles en  n ont  une  forme  contraire. 

Ce  résultat  prouve  encore  que  les  deux  iné- 
quations en  o et  en  ri  décomposent  le  cas  irré- 
ductible ; en  effet,  si  je  multiplie  dans  le  cas 
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des  racines  imaginaires  les  expressions  qui 
composent  les  deux  grands  radicaux,  savoir  : 
SC — irV  r par  6X1  + arp'  r,  j’aurai  un  pro- 
duit positif;  j’aurai  l’inéquation  générale  ci- 
dessus  (71),  avec  le  signe  >0,  parce  que  ces 
deux  quantités  sont  à-la-fois  ou  toutes  les  deux 
positives  ou  toutes  les  deux  négatives,  ce  pro- 
duit, au  contraire , est  négatif  toutes  les  fois 
que  les  racines  sont  réelles  , comme  on  l’a 
déjà  vu.  Ainsi,  dans  tous  les  cas,  on  aboutit 
à une  expression  conforme  au  cas  irréduc- 
tible V iÿ  -f-  ^ G* , et  qui  indique  comme 
celle-ci  les  cas  où  les  racines  sont  réelles  et 
ceux  où  elles  sont  imaginaires. 

1 52.  Quant  à la  direction  des  quasi-valeurs , 
quand  est  réel , on  a déjà  vu  que  t seul 

P 'V  *' 

change  de  direction  et  que  l’on  a ri  ^ , par 

conséquent  l’on  aP>$,  d’où  il  suit  que  l’ex- 
pression de*  la  première  racine  qui  naît  de 
l’inéquation  en  ne  doit  pas  changer  de  direc- 
tion et  que  par  conséquent  l’on  doit  avoir 
pour  la  première  racine  oti,pour  les  limites 
réductibles  de  l’équation  ; , 


/ ’ C 

L4>* . 


4*  ’ 


-i;  > 


.'lu. 


11 
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Quant  aux  deux  racines  imaginaires  , elles 
appartiennent  à la  limite  irréductible  de 
l’équation,  et  elles  ont  en  conséquence  urte 
forme  contraire  à celle  qu’elles  doivent  avoir. 
Je  ferai  tomber  le  signe  d’inéquatiwn  sue  lés 
deux  limites  u et  qui  appartiennent  à la 
partie  réelle  de  cette  paire  de  racine  ; et  comme 
cette  partie  est  la  même  pour  les  deux  et  qu’on 


a d’ailleurs  (84)  ps  et  p,  | ^ *n  » j’exprimerai 
la  paire  de  racines  imaginaires  de  cette  manière 


.in* — 


Quand  p}  est  réel  , il  n’y  a que  la  quasi- 
valeur  9 qui  change  de  direction , 1 on  a p>  <a 
et  p><p-  Alors  les  quasi-valeurs  de  1 inéqua- 
tion en  n ne  changenépas  de  direction , et  l’on 
a pour  la  racine  réelle 


mais  la  dernière  dé  cès  deux  limites  est  ix*é< 
ductible  et  a une  forrtfé  contrau-fe  à celle  t^ui 

lui  convient.  * . , 

Pour  les  deux  rapines  imaginaires  , leurs 
quasi-valeurs  ont  la  forme  qui  leur  convient. 
J’appliquerai,  comme  dans  le  premier  cas,  le 
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signe  d’inéquation  qui  appartient  à lew  l\al 
réelle , et  j’aurai 


i'J  r 

■ ■ ‘iV  . i 


(>7r  ■’ 

*.  et*.~  y*  4 ’■ 

en  résumant  on  a la  double  formula  : ; 

l53.  jSC+2rV/ï>or  (<Lu. 

H<’ 

x3  J ■~>  i n 1 ■ >w 

- «-r»  J . I (IA  >i>  :• 


*,  réell 


7jic+»r^«, I ]/— Zp  :T; 

(<**}  4 ®' 


*3  réeljxî  — 


(><?• 


— ;r 


E f 3 ]<-ln+  in*_S. 

\ t *r 


A 1 

S 


l54.  Je  viens  maintenant  àii  cas  ou’lé  ra- 
dical originel  est  iwmgfnâ’ire,  alors  toüfes  ffes 
expressions  de/re<  è a?  sont  etnbaTràssëeis  de 
quantités  imaginaires  , le  grand  radlbsil  -des 
quasi-valeurs  de  X cooïièpt  une  fonction  de 
quantités  en  partie  réeiles.et  en  partie  imagi-CGl 
naires.  Voyons  malgré  tëla  éonimêhtoh  petit 
démêler  les  quasi-vale^irs,  qu^^ppartie^inept 
à la  racine  réelle  de  celles  qui  appartiennent 
à la  paire  de  racines  imaginaires.  La  tnérrière 
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dont  011  résout  ces  espèces  d’équations  dans  la 
résolution  en  p,  est  assez  simple,  voyez  ci- 
dessus  (104) , (io5),  (106),  et  c’est  à cette 
méthode  qu’il  faut  toujours  s’en  tenir  pour 
les  opérations  du  calcul.  Dans  ce  que  j’ai  à 
dire,  je  n’ai  pour  but  que  de  développer  la 
théorie  du  calcul. 

Je  réduis  d’abord  au  même  dénominateur 
les  expressions  des  deux  grands  radicaux  des 
quatre  quasi-valeurs  des  deux  inéquations  en  <t> 
et  en  n . Comme  j’ai  fait  ressortir  le  signe  néga- 
tif de  r pour  avoir  \/~—r , j’ai 


I#* — SC—v\/  —A  7/^ ASC— 4r‘— q(Ar-t-SC)^/— r_\/ rtÿ 

f V A-*-a^/  — r / 3(4® — A*) 

SC-4-ary/~r^_  ASC  jr’  ^{Ar^SC)V~r^/f —7= 


3(4B-A*) 


Maintenant , je  dis  que  ces  quatre  quasi- 
valeurs  doivent  être  disposées  de  la  manière 
suivante.  J’emploie  ici  simplement  le  signe  |j 
pour  éviter  toute  discussion  relativement  au 
signe  d’inéquation. 


— ik(a -\rr-Vf-v=ïy 
-\\\(k  + \rr-V f+V~h) 

- Il  r (a  Vf-  V^)| 

- lit  (a + Vf*  Ÿ ) J 


,ou< 


I— V'  i*1—  y 
-j. 

i * -H  — -• 

» 

in+V^jn'-A 
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En  effet,  « appartenant  à une  racine  imagi-’ 
naire,  il  est  nécessaire  que  l’inéquation  en  rr, 
qui  contient  les  deux  autres  racines,  renferme 
l’autre  racine  imaginaire  avec  la  racine  réelle. 
Pareillement  <p  appartenant  à l’autre  racine 
imaginaire,  il  est  nécessaire  que  l’inéquation 
en  $ renferme  une  racine  imaginaire  et  une 
racine  réelle.  Il  est  donc  nécessaire  d’appa- 
• reiller  une  quasi -valeur  en  * avec  une  quasi- 
valeur  en  n ; alors  c’est  l’une  de  ces  deux  paires 
qui  contient  les  deux  imaginaires,  et  l’autré 
deux  fois  la  quasi-valeur  de  la  radine  réelle. 

En  outre , des  racines  imaginaires  ne  peu- 
vent se  trouver  dans  une  équation  que  par 
paires  et  sous  cette  forme  x = a -+-  b V — i , 
x = a — b\/  — i ; il  faut  donc  que  leur  partie 
réelle  soit  égale  dans  l’une  et  dans  l’autre,  et  que 
la  partie  imaginaire  soit  aussi  égale  et  ne  diffère 
que  par  le  signe,  par  conséquent  les  deux 
quasi-valeurs  de  l’inéquation  en  <t> , par  exem- 
ple, ne  peuvent  pas  former  une  paire  de  ra- 
cines imaginaires,  parce  que  l’expression  t/ — r 
s’y  trouve  avec  le  même  signe  dans  toutes  les 
deux.  Il  en  est  de  même  de  l’inéquation  en  rr, 
on  ne  peut  pas  non  plus  former  une  paire  de 
racines  imaginaires  avec  x,  et  x},  elles  auraient 
alors  leur  partie  réelle  et  leur  partie  imagi- 
naire inégale , comme  on  va  le  voir  : 
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Je  fais  j’élève  au 

quatre  les  deux  membres;  je  fais  une  première 
équation  entre  les  parties  rationnelles  des  deux 
membres,  et  une  deuxième  entre  les  parties 
irrationnelles;  j’obtiens  par  ce  moyen  la  valeur 

de  V f^=-  \/ — h par  qes  deux  formules  : 

l36.  v7+V^=V  if+iy/ï^h+V if-WP+l 

y/f—sf—k—y/  \f+kvf'+h—V 

Dans  ces  deux  formules , le  premier  radical 
est  nécessairement  réel  et  l’autre  imaginaire , 
et  le  radical  intérieur  est  toujours  réel  quand 
les  racines  sont  imaginaires.  Celui  qui  appar- 
tient à l’inéquation  en  <&  a pour  coefficient  de 
son  radical  interne  — s(Ar  + $C)5  et  celui  qui 
appartient  à l’inéquation  en  n a pour  coeffi- 
cient de  ce  même  radical  interne  2 (Ar  + ‘S'C)» 
ainsi  Vf—  \/h  appartient  au  premier  et 
!//+  ,/^Â  au  deuxième , en  supposant  que 
l’on  ait  Ar  + tfOO-  Cela  posé,  les  quatre 
quasi-valeurs  ci-dessus  deviennent 

t en  * | ||  }(a— V/  w—  V * Vïï=VF^- 

V ift-W/f^—V  1/—  ïVf 

^ I en  * f Il  j(a— V~-*-  ‘Vlf+  ‘V/1  •+•■*  ~"V  if~iVf '■*■*)* 

I enn  t-r,— V i/+  'VJ^  + V kf-hVF**)' 

i°.  Il  n’y  a que  cette  disposition  qui  puisse 
former  deux  paires  de  racines  imaginaires. 
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a°.  Dans  ^ fct  p tout  le  principe  de  l’inéga- 
lité des  racines  est  imaginaire,  et  j’observe 
que  la  deuxième  de  ces  deux  paires  de  quasi- 
valeurs  a pour  quantité  imaginaire  la  somme 

des  deux  radicaux  \ ' — r -f-  { V h* 

et  la  première  n’a  que  la  différence  de  ces 
deux  radicaux.  C’est  donc  la  deuxième  paire 
de  ces  quasi-valeurs  qui  convient  aux  deux 
racines  imaginaires  de  l’équation.  Quant  à la 
racine  réelle,  je  l'obtiendrai,  ou  bien  on  pre- 
nant la  moitié  de  la  somme  de  la  première 
paire  des  quasi- valeurs  , ou  bien  en  faisant 
x,  — ||  A — xt  — x}  ; j’aurai  dans  les  deux  cas 
pour  la  racine  réelle  une  expression  dégagée 
de  toute  quantité  imaginaire.  On  aura  donc 
pour  les  trois  racines,  en  prenant  pour  x,  la 
quasi-valeur  A — x, — -x, 

l58.  Pour  la  racine  réelle. 

Il  i(A  — aV^V+  ï VfTt. 

Pour  les  imaginaires , 

î;-iit(a+v/" 1/7^)+  ; (v/^+x/V-iv/7^ 

Maintenant,  si  j’ai  Ar-f  iSC<o,  le  coeffi- 
cient du  radical  intérieur  — (Ar+  SC),  qui 
appartient  au  grand  radical  de  l’inéquation 
en  <t>,  se  trouvera  positif  et  l’autre  sera  néga- 
tif; alors  V f 4-  y' — /*  devient  V f — y/ — h 
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et  Vf — y — g devient  V f + \/  • — g ; il 
faudra  donc  appliquer  les  deux  formules  (i36) 
dans  un  ordre  inverse  de  celui  du  cas  précé- 
dent , et  j’aurai 

^ ( en  * \ ||  iU-V^-V if+iV/tt-V  './--Vf +*)' 

Arlj?<oî  :(a +V~r-V  \f+\VT^^  V :/-  Wf  +)• 

| en  *|x,  — ||  {(a— V ~+  V if+iVf  +h+  V 
e» n | x,—  ||  {(A+V/^+V7  U+'VT^^-VJf^VJ7^)' 
Dans  ce  cas-ci , c’est  la  première  paire  des 
quasi-valeurs  qui  a la  somme  de  ses  radicaux 
imaginaires  avec  des  signes  contraires  dans 
chacune  des  deux  quasi -valeurs  de  x , elle 
appartient  donc  à la  paire  de  racines  imagi- 
naires de  la  proposée,  et  l’on  a alors,  en  opé- 
rant comme  dans  le  premier  cas  , 
l4o.  Pour  les  deux  imaginaires, 

il  î(a- Vif+'Vf7^)  + \(y  ”+ V-j-W7^~  ■ 

Pour  la  racine  réelle , 

a?3--||KA  + 2VAi/+A|/7r+X 

On  voit  que  dans  le  premier  cas  c’est  la  petite 
racine  qui  est  réelle  et  la  grande  racine  dans 
le  deuxième. 

En  donnant  maintenant  la  direction  qui  con- 
vient aux  quasi-valeurs  de  la  racine  réelle , et 
aux  parties  réelles  des  deux  imaginaires , en 
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réunissant  de  plus  les  limites  de  la  résolution 
de  l’équation  en  p , on  a cette  double  formule 


i4i. 

A/--)-5C>oJ 


Ar+5C<o% 


*3— 


<1A. 

(>t(a—2V^  i/+V/‘+T) 

u 

M/=S 

j<fl- L 

|>}(-AVr 

W/~- 

|<t(a+V  Sf+hVT^) 

l42.  Les  exemples  du  tableau  , depuis  le 
treizième  jusqu’au  dix-neuvième,  confirment 
tout  ce  que  l’on  vient  de  dire  sur  la  résolution 
des  équations  qui  contiennent  des  imaginaires. 
Lep  exemples  depuis  le  treizième  jusqu’au 
. seizième  sont  des  équations  dans  lesquelles  v 
et  p sont  réels,  et  dans  les  suivans  le  radical 
originel  est  imaginaire. 

i°.  Dans  le  treizième  on  a r<o, 

et  la  grande  racine  est  conséquemment  la  réelle  ; 
alors  les  quasi -valeurs  qui  proviennent  des 
deux  inéquations  en  4>  et  en  ri  ont  la' forme 
imaginaire  aussi  bien  pour  la  racine  réelle  xi 
que  pour  les  deux  imaginaires.  11  en  est  de 
même  du  quinzième  exemple,  on  voit  ea 
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même  temps  que  la  partie  réelle  des  deyx 
racines  imaginaires  est  entre  *»■  et  ~ mnsi  que 
dans  les  exemples  suivans. 

3°.  Dans  l’exemple  quatorzième,  où  la  petite 
racine  (=  i ) est  réelle , et  où  l’on  a par  consé- 
quent SC  zfz  a r V t > o , toutes  les  quasi- 
valeurs  ont  la  forme  réelle.  On  a pour  la  ra- 
cine réelle  la  double  limite  dans  le  même  sens 

f < 1,0717  „ • , 

x, — 1 . Quant  aux  deux  racines  ima- 

l < 1,133 

ginaires , j’ai  exprimé  leur  valeur  de  cette 
manière  X%  — ( <^ï9^9*7  y/ ^ j3.  j;n 

x,  l >14,964  

distinguant  la  valeur  du  grand  radical  V i3,  i3 
qui  devrait  être  imaginaire,  des  deux  limites 
opposées  ip  et  j n qui  sont  réelles  de  leur  nature, 
et  qui  ont  ici  une  direction  opposée. 

3°.  On  peut  observer  que  les  trois  exemples 
i3,  14,  ï5  ont  la  forme  qui  leur  convient. 
Dans  l’exemple  seizième , la  première  racine 
étant  réelle  , a sa  quasi-valeur  sous  forme 
réelle  ; cela  vient  de  ce  que  dans  cet  exemple 
la  quasi-valeur  v est  négative , c’est  la  même 
raison  qui  fait  que  quand  les  racines  sont 
toutes  réelles  et  de  différens  signes,  le  grand 
radical  en  fonctions  de  n et  de  ^ ont  la  forme 
réelle  à cause  du  dénominateur  v qui  est  alors 
négatif. 
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143.  Maintenant,  quant  à l’application  de 
la  résolution  des  équations  dont  le  radical  ori- 
ginel est  imaginaire , on  voit  que  dans  les 
exemples  dont  on  a calculé  les  quasi-valeurs, 
leur  séparation  et  leur  direction  est  conforme 
à la  théorie  qu’on  vient  de  développer.  Au 
reste , ces  formules  ne  servent  point  dans  Je 
calcul , le  deuxième  mode  de  solution  en  donne 
de  plus  simples  aveo  des  quasi-valeurs  plus 
rapprochées,  et  en  général  tout  ce  que  l’on  a 
dit  dans  ce*premier  mode  de  solution  n’a  eu 
pour  but  que  le  développement  de  la  théorie 
de  ce  calcul.  Il  ne  sert  eu  quelque  sorte  que 
d’introduction  au  deuxième  mode  de  solution 
qui  est  la  vraie  méthode  de  résolution  pour 
la  pratique  du  calcul  par  la  simplicité  et  la 
généralité  de  ses  formules,  comme  on  le  verra. 

1 44.  On  peut  observer  que  ce  premier  mode 
de  solution  ne  résout  généralement  une  équa- 
tion quelconque  qu’autant  que  toutes  ses  ra- 
cines sont  du  même  signe  ; car  si  elles  sont  de 
signe  différent,  on  n’a  plus  de  méthode  géné- 
rale de  concentration.  Néanmoins  ce  mode 
suffit  pour  résoudre  toute  espèce  d’équation 
quel  que  soit  le  signe  de  ses  racines,  il  suffit 
pour  cela  de  la  préparer  de  manière  quelle  ait 
toutes  ses  racines  de  même  signe  : ce  qui  est 
toujours  possible. 
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tira  fora*  1^*  Quoique  les  racines  soient  du  même 
cin«  ima-signe , la  méthode  de  concentration  ne  peut 
pas  conduire  à la  valeur  exacte  de  la  partie 
réelle  des  racines  imaginaires,  la  série  de  con- 
centration franchit  ces  valeurs  sans  s’y  arrêter  ; 
cela  vient  de  ce  qu’en  substituant  dans  l’équa- 
tion à la  place  dé  x la  valeur  de  la  partie  réelle 
d’une  racine  imaginaire , son  résultat  ne  de- 
vient pas  =0.  On  peut  néanmoins  parvenir 
à concentrer  la  somme  et  le  produit  des  deux 
racines  imaginaires. 

En  effet , j’ai  (5o)  ^ ~ , d’où , à cause 

Q=- 

p 

de  p — k. — P,  j’obtiens  l’équation  en  P 

P3 — 2 AP’  + (Aa+B)P  — (AB  — C)  = 0. 

Pour  la  ramener  à l’équation  générale  du  troi- 
sième degré , je  la  fais 

iî  + A,i*  + BV  + C/  = o,  . • 

, U/  A'1  — 3B'  =>/ A1  — 3B  = y/~r, 

J ai{ 

[ — aA  3-bgA'B' — 270’= — 2A3+gAB — 27C; 

d’où  SC'  = SC. 

Ainsi  les  expressions  qui  font  l’inégalité  des 
racines  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  pro- 
posée, et  en  employant  les  coëfficiens  de  la 
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proposée , on  a pour  les  quasi-valeurs  origi- 
nelles (n) , (-w) , etc. 

146.  P'<— f(aA— V/r)=<(n) 
(/,t0>-i(A  + v/72=>W 

P'>-i(2A+  ✓r)  =;>(*) 

/»/  < •“  f ( A + V r ) = < (?)• 

Si  les  racines  de  la  proposée  sont  toutes  néga- 
tives , les  trois  de  l’équation  en  P sont  toutes 
positives;  c’est  donc  la  quasi -valeur  (p)  qui 
correspond  à la  petite  racine;  c’est  donc  la 
double  limite  inférieure  de  la  formule  de  solu- 
tion (127)  qui  répond  aux  deux  quasi-valeurs 
opposées  de  la  petite  racine.  En  l'exprimant 
immédiatement  en  coëfficiens  de  la  proposée , 
on  a , 

147.  r<*(p).. 

ou  P,— J 

|<Hn)+ 

>9(AB-C)  : 

( 2 A + V r)* 

<f(aA— Vry— 

2(A+  Vr)\. 

En  général , tout  ce  qu’on  a dit  pour  la  réso- 
lution des  valeurs  de  x convient  à celles  des 
valeurs  de  l’équation  en  P.  . ••  u ,■ 


*/  ou  P, 


4 


devient 
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i48.  Maintenant,  si  la  proposée  a deux  ra- 
cines imaginaires,  l’équation  en  P,  qui  a les 
mêmes  relations  entre  les  trois  coéfficiens 
A,  B,  C de  la  proposée,  a aussi  deux  racines 
imaginaires  et  une  réelle.  Mais  maintenant  il 
faut  observer  que  chaque  valeur  de  P renferme 
deux  racines  de  la  proposée,  or  il  n’y  a que 
la  somme  de  ses  deux  racines  imaginaires  qui 
puisse  former  un  résultat  réel,  parce  que  la 
somme  des  deux  quantités  imaginaires  = o, 
donc  la  valeur  réelle  de  P appartient  à la 
somme  des  deux  racines  imaginaires  de  la  pro- 
posée; mais  alors  elle  peut  se  conéèhtrér  Sbit 
directement , si  elle  est  la  plus  petite  des  trois 
racines  de  l’équation  , ou  par  la  concentration 
de  compensation  , si  elle  est  la  plus  grande.  Oh 
peut  donc  par  çe  moyen  concentrer  ri- ou 
de  l’une  des  -deux  inéquations  du  deuxiêpae 
degré  qui  appartient  aux  deux  racines  imagi- 
naires de  la  proposée. 

l4g.  On  pourrait  également  concentrer  la 
quasi-valeur  de  Q , quand  cl|e  contient  le  pro- 
duit-de  deux  racines  imaginaires;  caf' on. pre- 
nant la  valeur  de  Q-aii'  lieu  de  ceilf  de  P,  on 
aboutit  à l’équation 


no  -vj 


— BQVtfCQ:^ 


■ l'V  I 


C*  3=  o « ,1 

•ih  rioiJul. 


qui  a trois  valeurs  de  Q , fcVst^â-dirë’-les  trdjs 
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produits  différens  que  les  racines  de  la  pro- 
posée sont  susceptibles  de  donner  en  les  mul- 
tipliant deux  à deux.  Maintenant,  si  la  pro- 
posée a deux  racines  imaginaires,  leur  produit 
fera  une  quantité  réelle  et  fera  par  conséquent 
la  ■valeur  réelle  de  l’équation  en  Q,  sa  quasi- 
valeur  pourra  donc  être  concentrée  ou  direc- 
tement ou  par  compensation. 

Les  deux  autres  valeurs  de  Q seront  imagi- 
naires puisqu’elles  sont  le  produit  d'une  des 
deux  imaginaires  avec  la  réelle. 

On  peut  donc  , lorsque  les  racines  d’une 
équation  sont  de  même  signe,  aboutir  à toutes 
les  valeurs  réelles  ou  imaginaires. 

DEUXIÈME  SECTION. 

Second  mode  de  solution , ou  mode  de  solù *- 
tion  double. 

l5o.  J’appelle  double  ce  mode  de  solution, 
parce  que  les  formules  qu’on  obtient  donnent 
immédiatement  les  quasi -valeurs  des  deux 
racines  extrêmes  de  la  proposée,  comme  on 
va  le  voir. 

Je  reprends  les  deux  inéquations  originelles 
Pi  > v y pf  < <P  » etje  pour  le  complément 

de  -a- x =?=  — (u-'-f  z ) 

pour  le  complément  de  <p . . . . x = — — z') 
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en  substituant  successivement  ces  deux  valeurs 
de  x dans  l’équation  x3  + Atf*+B#  + C = o, 
j’ai  les  deux  nouvelles  équations 


J’exprime  ces  nouveaux  coëfficiens  en  valeurs 
de  coëfficiens  de  la  proposée,  et  j’ai 

r 7 /-  (zrVr  — SC\ 

l5l.  z — W rz°  + rz — ^ — J = o 

pour  complément  de  t ; 

_ (2r[/  r+  SC\ 

z 3 — 2 \/ t z* -\-rz — y — J — 0 

pour  complément  de  <p , 


ou|Z  az  +b~  c 0 l Le  dernier  terme 
|z'3 — az’  4-  bz  — -y  = o j 

seul  est  différent. 

Maintenant,  z ayant  pour  valeur  ce  qui 
manque  à *■  pour  compléter  la  racine , il  s’en- 
suit que  ses  trois  valeurs  formeraient  avec  *• 
les  trois  racines  de  la  proposée.  Cette  première 
Quation  en  z est  donc  une  équation  aux  diffé- 
rences des  trois  racines. 

Pareillement,  z ayant  pour  valeur  ce  qu’il 
faut  retrancher  de  ? pour  arriver  à la  racine, 
ses  trois  valeurs  retranchées  de  # donneront 
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donc  encore  les  trois  racines  de  la  proposée 
en  remontant  de  la  plus  grande  racine  à la  plus 
petite  ; cette  deuxième  équation  est  donc  en- 
core une  équation  aux  différences  des  raeines 
de  la  proposée. 

Cette  double  équation  est  donc  la  décom- 
position de  l’équation  au  quarré  des  diffé- 
rences des  racines.  On  s’en  convaincra  encore 
plus  en  comparant  cette  dernière  avec  les  deux 
équations  simples  qu’on  vient  d’obtenir;  car 
on  a 


J6_a(A-_3B)z.+^A._3B),z»+44ic_A.B:_I8ApC4.4B,+a7C,_0( 

on  a6 — ara<+r»a*  j^(SC  — iryrr)(SC  -f-  ar^/r)— o. 


On  aura  cette  même  équation,  si  on  multiplie 
entr’eux  les  coéfficiens  des  deux  équations  ci- 
dessus  (i52),  indépendamment  des  quantités 
numériques  qui  les  affectent  : savoir,  deux  pour 
le  coefficient  du  deuxième  terme  et  pour  le 
coefficient  du  dernier.  On  voit  donc  encore 
ici  que  le  calcul  des  inéquations  est  le  vrai 
mode  de  la  décomposition  algébrique. 

l52.  En  reprenant  les  deux  équations  (i5i), 
on  voit  que  tant  que  les  racines  de  la  proposée 
seront  réelles,  les  trois  valeurs  de  z seront  po- 


sitives, à cause  de 


f x — — (^  + . 
1 * = — (< P — • 


: — -j-  z ) et  Pt  v 

■z)etpi  <<p* 
Les  coéfficiens  de  ces  deux  équations  doivent 


12 
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donc  être  alternativement  négatifs  «t  positifs; 
c’est  ce  que  l’on  voit  immédiatement,  et  l’on 
a à-la-fois  pour  le  dernier  terme 

zrV~r  — ^C>o)  ( SC — 2 rl/  r<°i 

> ou  .1  — 

et.... ...)  ( «JC  + 3 r j/r  > o. 

Ce  qui  est  conforme  à ce  qu’on  a déjà  vu  (74)- 
l53.  S’il  y a des  racines  imaginaires,  et  que 
t/ r soit  réel,  il  en  résulte  deux  cas;  i°.  si pt 
est  réel , on  aura  (80) 

SC — 2r[/ r>o)  fart/ r — «SCCoi  fc<o  , 

»9C  4-  arf/  r>o  j (art/  r+  *$€>0)  J >>  o ; 

c’est-à-dire  que  le  dernier  terme  de  l’équation 
en  z sera  positif  au  lieu  d’être  négatif,  tandis 
que  ses  autres  coëfficiens  conserveront  l’alter- 
native des  coëfficiens  positifs  et  négatifs  qui 
appartient  aux  équations  dont  les  racines  sont 
positives  ; c’est-à-dire  que  la  plus  petite  quasi- 
valeur  de  z sera  négative  (109). 

Le  dernier  terme  de  l’équation  en  z!  sera 
négatif,  et  alors  les  coëfficiens  de  tous  ses 
termes  conservant  la  règle  de  l’alternative  des 
signes  positifs  et  négatifs,  toutes  ses  valeurs 
seront  positives.  C’est  aussi  ce  qui  doit  avoir 
lieu , car  on  a dans  ce  cas  /»,<«,  />?  < <p  ; il  n’y 
a que  <n  qui  change  de  direction,  et  comme 
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cette  quasi-valeur  est  alors  trop  grande  , ài 
faut  que  son  complément  z soit  négatif.  .i.!j 
Dans  le  deuxième  cas,  lorsque  c’est  />,  qui 
est  réel,  on  a (80) 

SC — 2rt/r<ol  r-— iSC>o)  f c>o 

<S’C4-2r\/r<o)  \arV'r+SC<o]  ]><£o; 

c’est-à-dire  que  le  dernier  terme  de  l’équation 
en  z sera  négatif,  et  par  conséquent  ses  tçois  va- 
leurs seront  positives.  Au  contraire,  le  dernier 
terme  de  l’équation  eu  t'  étant  positif , et  tous 
les  autres  coëffieiens  conservant  l’alternative 
des  signes  additionnels , sa  petite  valeur  est 
seule  négative  , ce  qui  doit  encore  avoir  lieu  , 
car  on  a dans  ce  deuxième  casp>«-,  p^>  ç ; 
la  seule  quasi-valeur  $ a changé  de  direction  , 
elle  est  alors  trop  petite , il  faut  donc  que  z 
soit  négatif  pour  la  compléter  dans  l’équation 
x = — — z ). 

Ainsi  la  nature  des  coëffieiens  des  deux  équa* 
lions  aux  différences  ( * 5 1 ) , détermine  si  les 
racines  de  la  proposée  sont  toutes  réelles , s’il 
y en  a d’imaginaires,  et  quel  rang  elles  tiennent 
dans  l’équation. 

Quand  le  radical  originel  est  imaginaire,  ou 
quand  on  a \/ — r,  alors  tous  les  coëffieiens 
de  dimension  impaire  sont  imaginaires  , c’est 
le  cas  où  TT  et  f appartiennent  à la  paire  ds 
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racines  imaginaires,  leurs  complémens z,  et z\ 
doivent  être  imaginaires. 

Maintenant,  je  remarque  que  les  deux  équa- 
tions en  z et  z ne  différent  que  par  le  signe 
qui  précède  SC  , je  Tes  réunis  en  une  seule  et 


(z* — azs  + bz — c = o]  . 

,54.  Au  lieu  de  J^w.+w_r=0}  J a> 


z'  — *\/rza  + rz 


-( 


2r/rT  SC\  ^ 

a7  • / 


Ainsi  cette  équation  est  la  double  équation 
aux  différences  simples. 

Pour  la  résoudre,  je  l’ai  ramenée  à l’équa- 
tion générale 


<c3  — Axa  + Bar  — C = o, 


parce  que  les  racines  par  leur  nature  sont 
positives  quand  celles  de  la  proposée  sont 
toutes  réelles,  et  je  la  décompose  en  ces  deux 

facteurs(z‘--APz  + AQ)  (z— A/0==o.  Jeme 

sers  du  caractère  A , que  je  ferai  précéder  des 
mêmes  lettres  que  celles  qui  ont  été  employées 
dans  la  résolution  directe  de  la  proposée  ; 
ainsi  a t correspondra  à » et  signifiera  quasi- 
valeur  du  complément  de  * et  ainsi  des  autres. 

Maintenant,  en  résolvant  cette  équation  aux 
racines  positives,  comme  ci-dessus  (nô),  on 
aura  les  memes  directions  pour  les  quasi- 
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valeurs  que  celles  qu’on  a obtenues  en  résol- 
vant l’équation  aux  racines  négatives 


x*  + kx*  4-  Ba?  •+-  C = o,  t 

« 

les  quasi-valeurs  seront  également  positives  - 
dans  l’équation  en  z et  dans  l’équatioii  en  Ap, 
et  par  ce  moyen  on  évitera  toute  effectuation 
de  signe  pour  passer  de  l’un  à l’autre. 
l55.  J’ai  d’abord  • 

v » » ’ ' t 

= v/V— 3r=  \Z~r  = A* — 3 ÏÏ! 

AP<i(a  + Vrr)=<$(ay7+  V^)=<aV^=<An. 


— a Ÿr) = >o..  .=J>Aw. 

AP>f(a  — V~r) = • ' . 

. — <^—<Ap. 


Ces  quatre  quasi-valéurs  originelles  sont  les 
mêmes  pour  le  complément  de  *\et  <p , parce 
que  le  dernière  et  y,  qui  fait  la  différence  des 
deux  équations,  ne ss’y  trouve  pas. 

La  petite,  quasi-valeur  originelle  = o,  mais 
en  la  complétant , elle  est  différente  pour  x 
et  pour  <p , on  a . .•••'/« 


Pour 


. . . iAv  = 


Pour  ç . . . . kAw  — 


— ■ . i- 

b — An» 

y 


b — An 'a 


Et  pour  les  deux  complémcns  JtA 


=H 

-H 


\rVrr  — S C 

37  r 

a r V^r  + S C 
37  r 

î'f  V^rgiSC 
37  r 


) 

) 

)• 
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l56.  Maintenant,  en  appliquant  la  formule 
de  solution  (137),  j’ai  M i: 


> 


, o 


b — A n*r 


b — AII«r 


1 4 • 

[<A?> 


3[<^n+i<f  «Ani- 

On  voit  que  la  double  limite  de  e,  et  de  z\ 
qui  est  irréductible , est  infiniment  imaginaire 
à cause  de  4»  = o.  En  prenant  la  double  limité 
de  z,  et  /, , et  substituant  les  valeurs,  on  a 
1 5|jr,  Pour  complément  de  »,  , ; 

art/7*— «y  G 


y 

Av 


»,  1 


> 


37  r 

i » r 


:*rt 


V .>•  : : • .j  r /.i  „• 


Pour  complément  de  p , 
ar|/  r:4*  *SG  ' . 


t> 


27  r 


: ; 

e\  en  réunissant  dans  une  seule  formule  Tes 
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deux  formule»  de  »,  et  de  ;on  a pour  tou» 
les  deux 


Dans  toutes  ces  formules  réunies  en  une  seule 
le  signe  supérieur  du  double  signe  additionnel 
appartient  au  complément  de  * et  le  signe 
inférieur  au  complément  de  f. 

Par  le  moyen  de  cette  formule,  on  circons- 
crit entre  deux  limites  opposées  les  quasi- 
valeurs  qui  doivent  compléter  les  deux  racines 
extrêmes  de  la  proposée.  Voilà  pourquoi  j ai 
appelé  double  ce  deuxièrqe  mode  de  solution, 
qui  est  le  vrai  mode  pratique  de  la  résolution 
des  équations.  Ce  mode  sera  le  même  pour  les 
équations  de  tous  les  autres  degrés.  De  sorte 
qu’on  ne  décompose  une  équation  quelconque 
qu’en  l’entamant  par  ses  valeurs  extrêmes. 
Il  reste,  un  noyau  d’équation  qu’on  résout 
ensuite  par  les  formules  des  degrés  inférieurs. 

ÎÔQ.  Maintenant,  si  les  trois  racines  sont 
réelles , on  peut  remarquer  que  la  limite  supé- 
rieure de  cette  formule  est  positive  pour  les 
deux  complémens  de  t et  de  9 , d’après  ce  qu’on 
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avü  (74);  car  on  a à-la-fois  pour  les  deux 
signes  a r V rqFiSC>>o. 

C'est  en  conséquence  de  cela  que  le  grand 
radical  de  la  limite  inférieure  est  toujours 
réel,  lorsque  les  trois  racines  de  la  proposée 
sont  réelles,  soit  que  l’on  prenne  le  signe  supé- 
rieur, ou  le  signe  inférieur  qui  précède  SC; 
c’est  à-dire  que  cette  limite  est  également 
réelle  pour  le  complément  de  t et  de  <p.  Ainsi , 
dans  ce  cas,  toutes  les  quasi-valeurs  de  cette 
formule  ont  la  forme  qui  leur  convient;  elles 
ne  contiennent  plus  de  quantités  irréductibles , 
parce  qu’on  n’a  employé  pour  la  former  que 
des  valeurs  réductibles. 

160.  Maintenant , s’il  y a deux  racines  ima- 
ginaires et  que  V r soit  réel,  ce  cas  se  subdivise 
en  deux  : 

i°.  />,  étant  réel,  on  a 
SC — 3rl/r>o  1 ( ar  — tÿC  < o , 

SC  + 2 r\/  r?>  o ) (2r  + St  > o ; 

donc  dans  ce  cas  le  grand  radical  de  la  formule 
(i58)  sera  réel  avec  le  signe  + qui  précède  SC 
et  imaginaire  avec  le  signe  — ; c’est-à-dire  que 
la  deuxième  quasi-valeur  du  complément  de  t 
sera  réelle,  et  celle  du  complément  de’<p  sera 
imaginaire  ; elles  auront  donc  l’une  et  l’autre 
la  forme  qui  leur  convient.  ’ * 


Digitized  by  Google 


DU  CALCUL  DES  I HÉQ U ATIONS.  l85 

Cette  deuxièmejimite  aura  aussi  le  signe 
additionnel  qui  lui  convient  pour  le  complé- 
ment de  t et  de  ip  ; c’est-à-dire  qu’elle  sera 
négative  pour  le  premier  et  positive  pour  le 
deuxième  (i58),  car  supposons  que  cela  soit, 
on  aura 


Pour  complément  de  *■ , 

4r*<  ar*  + SCV^r 
a r \^~r  < SC 
SC  — 2r  V^r^>o 


Pour  complément  de  p , 
r 

4 r*  > ar*  — SC  \^~ r. 

2 r ^>—50. 

5 C -f-  2 r \/~r  > o. 


Ainsi  l’on  voit  que  la  deuxième  limite  de  la 
formule  (i58)  a la  forme  et  le  signe  qui  lui 
conviennent  d’après  la  relation  descoëfficiens. 
2°.  Si  />5  est  réel , on  a 

tSC  — 3rv/V<  o 1 far  — SC  > o , 

^C  + 2r/r<o  j [ a r -(-  iÎC  < o ; 


donc  le  grand  radical  de  la  formule  (i  58)  sera 
réel  avec  le  signe  — qui  précède  SC  et  imagi- 
naire avec  le  signe  + ; donc  la  deuxième  limite 
du  complément  de  t sera  imaginaire  et  celle 
du  complément  de  p sera  réelle  ; elles  auront 
donc  encore  l’une  et  l’autre  la  forme  qui  leur 
convient;  on  prouvera  de  même  que  pour  le 
premier  cas  qu’elles  ont  aussi  le  signe  addi- 
tionnel qui  leur  convient,  c’est-à-dire  que 
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la  limite  pour  -n  est  positive  et  celle  pour  # 
négative. 

il  faut  remarquer  maintenant  que  la  formule 
sert  à compléter  toute  espèce  d’équation , quel 
que  soit  le  signe  de  ses  racines;  car  on  a dans 
tous  les  cas  p>i r,  pO,  quand  les  racines 
sont  réelles  : si  t est  négatif,  sa  valeur  numé- 
rique est  trop  grande , mais  la  valeur  de  z , qui 
lait  son  complément , est  toujours  positive , 
car  dans  l’équation  x = — + 2)  il  faut  que 

la  quantité  positive  de  z diminue  la  quantité 
négative  dev  numériquement  trop  grande. 

Quand  les  racines  sont  imaginaires,  on  a 
par.exemple  pour  p , réel,  p,  < v,  O;  mais 
si  t est  négatif,  il  est  numériquement  trop 
petit,  il  faut  que  dans  l’équation  x — — (t -+-z) 
z soit  du  même  signe  que  v pour  compléter 
sa  valeur  négative. 

161.  Maintenant,  lorsque  le  radical  originel 
est  imaginaire,  tous  les  élémens  de  l’équation 
-en  z sont  affectés  de  quantités  imaginaires.  Ce 
cas  exige  une  opération  particulière  , pouf 
séparer  les  racines  et  en  faire  ressortir  la  quasi- 
valeur  de  la  racine  réelle.  Avant  de  m’en 
Occuper,  je  vas  appliquer  ce  deuxième  mode 
de  solütion  aux  deux  exemples  du  tableau  qui 
ont  leurs  racines  incommensurables  pour  faire 
voir  avec  quelle  précision  on  peut  l’appro- 
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cher  de  la  râleur  exacte  des  racines.  Je  prends 
d’abord  l’équation 

xs  — 7 -c  -p  7 =±  o ; 


ses  racines,  qui  sont  de  différens  signes,  sont 
toutes  réelles,  parce  qu’on  a «5*0  — a rV  r<  o, 
«SC4-2rV//r>o;  j’ai  d’abord  pour  le  radical 
et  les  quatre  quasi-valeurs  originelles 


V r = 

4,58a  5j5  694  g55  7. 

P<n  = 

< 3,o55  o5o  463  3o3  8. 

/>,>«  = — 

<■  3,o55  o5o  463  3o3  8. 

P>fc  = — 

<C  3,o55 , etc. 

P]>  * = 

< 3,o55  j etc. 

J’ai  ensuite  pour  les  quasi-valeurs  de  l’équa- 
tion de  complément  ou  de  l’équation  en  z et  zf 


a .-=  ( a V r) 

b = (r),.  

c ^2 r\/  r — 

(2  fy/  r ■+■  £C\ 

af  Y 

ill  = (2/r)  = a.. 

A«  = 

At  = (il/r) 

Aç  = (j  v/7) 


= g,i65  i5i  389911  4- 
= ai. 

= 14,128  45i  081  045  9. 

•=  0,128  45 1 081  045  9. 

= 9,1 65,  etc. 

=0  o. 

= 3,o55  o5o  463  3o3  8. 
= 6,1101009266076. 


Je  vois  encore  par  la  valeur  positive  des  quasi- 
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valeurs  originelles  que  les  trois  racines  sont 
réelles. 

Je  commence  par  prendre  les  quasi-valeurs 
de  z et  de  z avec  la  formüle  (ia3) , seulement 
avec  leâ  quatre  premières  décimales , et  j’ai 


> 


/ lAfr  — >sc  \ 
V *77  / 


.==>0,6728.  .—kA*-. 


I C^r-k  y ar  + ^T)  =<i,3954  . =1 
'zrVÇ  + 5C> 


K^>- 

*<v  


. =>0,po6 1 1 7=£Air. 


| <7(^-7 ■ =<°.oo69  ••=*'•• 

Je  commence  par  concentrer  les  deux  limites 
de:z'  qui  appartiennent  au  complément  de  p; 
elles  ont,  comme  on  voit,  les  trois  premières 
décimales  communes,  et  j’employe  la  formule 

c'  > * Q O 

; , ou  en  général  la  formule  — . 

b — a riT  ’ 0 

Je  prends  d’abord  la  limite  moyenne  entre 
les  deux  limites  opposées 
.f  >0,0061 1 7I 

zt\  „ > moyenne  .....  =o,oobo—p  : 

l <0,0069..  J J 

en  la  concentrant  j’ai Afi=o,oo6i34. 

Puisque  la  concentration  a diminué  cette  va- 
leur moyenne  , je  conclus  qu’elle  é$t  trop 
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grande , et  que  z<kp  ; j’ai  donc 

g!  J^0»00®1  *7 1 moyenne.. . . =0,006 ia5=f/: 
{<0,0061 34  J 

en  la  concentrant  j’ai 

/fy/=o,oo6i33o55. 

Donc  dans  ce  cas  la  quasi-valeur  moyenne  étant 
trop  petite , j’ai  donc 

A <*^=<0,0061 34.  • -1  • 0061 335a75  : 

* {>^=>0,0061 33o55J  ^ 

en  concentrant  j’ai 

h(»!'=.  o,o«6i  33ia49 , 

d’où  ; 

J>V=>°,oo6i33o55.  •L./=o>0o6l 330899: 
l<V/=<o,  006 1 33 1 a495 J 

en  concentrant  j’ai  v 

k[/"=o,oo6  i33i2373, 

d’où 

, f <V'=<o,oo6i 33. 2495)  „=o  oo6i „ , ^ . 

[ >*^"'=>0,006 1 33 1 2 37  3 J 
en  concentrant  j’ai 

^"=0,006133123783  , 

d’où 

,r>V'=>o,oo6i 33 15^73  -v  ^0,006133123756  : 
1<Vt=<0»0°6i  33i23783  f 


19°  TRAITÉ  ÉLIMKffTAJR  T. 

Je  m’arrête  à ce  degré  de  concentration  : la 
quasi-valeur  de  z a ses  dix  premières  déci- 
males communes  aux  deux  limites  opposées, 
et  par  conséquent  exactes;  la  onzième  ne  peut 
pas  différer  de  deux  unités  au-delà  de  sa  vraie 
valeur. 

Maintenant , d’après  l’équation  x — (*-— e7) , 
je  retranche  cette  quasi-valeur  de  celle  de  9 
exprimée  ci-dessus , et  j'ai 

= — 3,04891^33955. 

On  pourrait  à présent  trouver  les  deux  autres 
racines  par  la  résolution  d’une  équation  du 
deuxième  degré ;mais  je  vais  encore  concentrer, 
la  quasi-valeur  de  x,  , pour  faire  voir  com- 
ment se  comporte  cette  méthode  de  concen- 
tration relativement  aux  différentes  racines; 
j7ai  d’abord 


| >ÂA'Sr=>0,6728  , 

1<I=<i,3954- 

Comme  ces  deux  limites  diffèrent  assez  entre 
elles  pour  n’avoir  aucun  chiffre  qui  leur  soit 
commun,  je  leur  fais  faire  à l’une  et  à l’autre' 
un  pas  de  concentration  pour  connaître  leur 
distance  respective  de  la  vraie  valeur  , 


je  fais  k w— 0,7 
j’ai.. . k' a 0,937 


| différence  0,237  ; 
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je  fais  I _ *»39  1 différence  0,004. 
j ai. . = i,o86  I 

Je  vois  que  cette  dernière  limite  est  beaucoup 
plus  près  du  centre  de  la  valeur  que  la  pre- 
mière. Je  concentre  donc  cette  première  pour 
la  rapprocher  jusqu'à  ce  que  son  pas  de  con- 
centration soit  à-peu-près  le  même  ou  jusqu’à 
ce  que  j'obtienne  une  différence  à-peu-près 
égale.  J’ai  donc 

= }<>æ. 

k A -s-  = 1,004  J 
Ar"  A-w  = I,i4l  1 
k'" A-sr  = 1 ,1928  J 

Je  vois  alors  que  la  concentration  est  très-lente 
dans  ce  cas  ; cela  vient  de  ce  que  les  deux  pre- 
mières racines  diffèrent  peu  l’une  de  l’autre. 
La  concentration  de  la  quasi-valeur  de  z n’a 
été  si  rapide  que  parce  que  la  racine  dont  elle 
est  le  complément  diffère  beaucoup  des  deux 
autres. 

Pour  la  rendre  aussi  rapide,  je  reprends  la 
quasi-valeur  ci-dessus 

A£=i,386, 

d’où 

x= — ('B+x)=—  >(— 3,o55-f  i386)=:>i,669  ; 
je  fais 


différence  0,134. 

. 0,077. 

. o,o5i8. 


Af=  1,7  + Z\ 
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et  je  substitue  cette  valeur  dans  la  proposée  ; 
j'ai  la  nouvelle  équation 

z3  4-  5,iza  ■+•  1,672  + o,oi3  = o , 
que  je  fais 

z3  + az!  + + c = o; 

parce  qu’elle  a , comme  on  voit , ses  trois  ra- 
cines négatives  , d’où,  l’on  peut  conclure  déjà 
que  la  valeur  supposée  x^=i,y  est  tropgrande; 
la  petite  racine  de  z est  le  complément  négatif 
de 

x,  = 1,7  + z : 

# f 

je  prends  les  deux  limites  opposées  de  cette 
petite  racine  ; j’ai  d’abord 

aa  — 3b  = \/~r. 


An  — 6,455. 

a « = — 1,355. 

a + = o,345. 

4*755. 

>£-Asr. =— >0,0011. 


y =—<0,0081=— <{. 


Il  est  aisé  de  rapprocher  ces  deux  limites  à 
égale  distance  du  centre  de  la  valeur,  car  on 
voit,  que  la  limite  at  se  concentre  rapidement  ; 
j’ai  d’abord 
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différence  i,35ô2. 

tyooGtit'j.!). 

<^,000157. 

1 '•>  !) 
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Ç ==  — 0,008 1 ....  1 * > 

*£  = —0,00798167  ] ^fference  0,0001, 833, 

j’ai  ensuite 

A*r=— 1,355..... 

* A «=  + 0,0013.  . . . j 

*'a«=  0,0078120.  j 
*"A«=  0,00797645'] 

Comme  la  différence  du  pas  de  concentration 
de  A£  est  à-peu-près  le  même  que  celui  de 
A*a»;  je  prends  la  valeur  moyenne  <u  , et  j’ai 

/*  = — 0,00797606. 
kp  = — 0,007978466. 

Puisque  la  concentration  va  en  augmentant , 
je  conclus  que  l’on  a z— > , mais  la  con- 

centration de  f à *A|  va  en  diminuant,  *£  est 
donc  trop  grand;  j’ai  donc 

- f >^“=—>0,007978466 1 , 

\<i{=— <0,067981^7  . j * =—0,007980068  ; 

en  concentrant  j’ai  ’ > 

— — 0,007978564. 

Comme  la  concentration. va  en  diminuant  j ai 

j’ai  donc  ,h  ' 

— >0,007978466) 

~ (<V=— <0,007978564 j * -~°>00797^ 

1 ' v>  ' •-  o 

•3 
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en  concentrant  j’ai  . , 

~ — 0,0079785274  ; 

d’où 

, f <v  =—<0,007978564 . 1 .«=>_0j88797a545  î 
' l > kft''s=2— >0,0079785274  J 

en  concentrant  j’ai 

*//' = —0,00797853877, 

d’où 

f >V'  =->0,0079785274.)  „=_o>0079785a8l : 

■ \ <^"'=-<0,0079785287  7 J 

en  concentrant  j ai 

V”  __  __  0,00797  85a  836 , 

d’où 

Lf  <o,oo79,85»877  L „=-o, 0079,85^54  ; 

*^>  V«»;î=->o,0O797852836  1 

enfin  f arrive;  après  une  dernière  concentra- 
tion , à la  quasi-valeur 

„ *,=e^ 0,0079785286 
avec  dix  décimales  exactes  : ce  qvii  me  donne 

*t  = 1,6920214714; 

t ' ' ’ " 

j’ai  ci-dessus 

“ ^ = — 3,0489173395; 

j’ai  donc 

xt  — 1,3568958601. 

t * 

Telles  sont  les  trois  racines  de  la  proposée 
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dont  les  valeurs  sont  exactes  jusqu’à  la  dixième 
décimale.  , <.•.  iii:m  • 

J’aurais  pu  me  contenter  de  prendre  les 
trois  premières  décimales  exactes , puis  faire 

X sa -1,691.  + ü,  . ' 

en  substituant  dans  la  proposée  Cette  noüVélïé 
valeur,  j’aurais  obtenu  des  quasi*valeurs  de  z 
qui  se  seraient  concentrées  avec  une  rapidité 
bien  plus  grande  encore.  — 

Soit  proposé  de1  résoudre  encore  l’équa- 
tion suivante:  , > : t / r 

1 

x s — ax — 5=40,  f’. 

qui  contient  deux  racines  imaginaires  , dont 
les  trois  valeurs  sont  incommensurables  et 
de  différens  signes. 

La  double  inéquation  - / ■ ^ 

« ....  . 

SC  =f=  a r j/r  < o 

fait  conclure  que.p,  est.  réel  , et  que  l’on  'a 

' p*^*  t i o > ■ 

on  a d’abord  pour  la  solution  simple 

; B = \/6  = 2,44943974278.  > 

p>n=  > x,632993i6i85.  3 
p,  < * s»  — > 1,633993161 05.  > 

f — < i,63,  etc. 

< t»63 , etc.  ' ' - f 
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Et  l’on  a pour  la  partie  réelle  des  deux  ima  - 
ginaires , 

{<$..  =<i,632,  etc.  / 
>iri  = >0,816,  etc. 

On  a maintenant  pour  l’équation  de  com- 
plément en  z et  z 

a = 4?89897948556. 

b = , 6. 

c = — 3,91 1 334 188394* 

y = 6,088391737532. 

La  valeur  de  c , étant  négative , rend  ce  der- 
nier terme  positif,  d’où  l’on  doit  conclure  que 
c’est  la  première  racine  qui  est  réelle  (i53). 
En  ne  prenant  les  quasi-valeurs  qu’avec  leurs 
premières  décimales , on  a 
Ap>ûn  = •*>  458989. 

A P > A <t>  = > 1 588299. 

.*P!<at  = 3,36589. 

On  a pour  complément  de  <a , 

(>Aa»(i56) — <0,60189. 

^ >366:1- 
Ces  deux  quasi  - valeurs  ayant  le  même  signe 
d’inéquation , je  vois  immédiatement  que  c est 
la  valeur  de  k&v  qui  approche  le  plus  de  la 
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racine  ; je  la  concentre , et , comme  elle  est 
négative , j’aurai  une  série  de  concentration 
alternative  et  convergente  ; et , dans  tous  les 
cas,  la  quasi-valeur  a-»  peut  toujours  se  con- 
centrer , qu’elle  soit  négative  ou  positive  , 
puisqu’elle  est  = o,  elle  a la  plus  petite  valeur 
numérique  positive. 

J’ai  donc , en  ne  commençant  la  concen- 
tration qu’avec  deux  décimales, 

I<  k a *■  = — < o,65. 

>*'  >?==  — > 0,4. 

<*^  = -<0,48. 

>Jt‘"A'*  = — >o,455. 

<A"a«  = — < o,4636. 

> k*  A»  = — > 0,46089. 

1 ' 

On  voit  combien  la  marche  de  cette  série 
est  lente,  puisqu’après  cinq  pas  de  concen- 
tration les  deux  limites  opposées  n’ont  encore 
que  deux  décimales  communes  , ces  quasi-' 
valeurs  ont  été  obtenues  en  laissant  aller  la 
série  sans  prendre  à chaque  fois  la  quantité 
moyenne. 

Pour  rendre  la  marche  de  la  concentration 
plus  rapide , je  prends  la  quasi-valeur 

ky'Av~  — 0,46 , 


XQ?  , TUAIT*  TLÏVfWTAIRE 

puis  . r : . il  ' 

ru  ..  p=e-~(  * + z) 

daqne  1 t i>  : on:  . . 

n-rr  <£( -p*  1 ,633  — •*‘0,46) 


) 1.1 


OU 


je  fais  alors 


t.  * . . i 


*>3,09; 


x = ^,  09  4-  z , 


et  en  substituant  dans  la  proposée,  j’ai  la  nou- 
velle équation  , 

z3  + 6,27  z*  + 11,10432  — 0,50671  =0  , 

qui  contient  comme  la  proposée  deux  racines 
imaginaires  et  une  racine  réelle , qui  est  évi- 
demment la  plus  petite,  .c’est  le  complément 
de 


rff *2  fi  •’ 


= 2,09, 

••  pma  am  »■ 


Cette  équation  a toutes  ses  racines  négatives, 
excepté  la  première  ^ui  est  la  plus  petite,  elle 
appartient  à r . .. 

z3  + 0#*  4-  b^c;  + o 3»  o;  r r 

j’ai  d’abord 

v/  a*  — 3b  =+  y/~r  = 

-iiT  -I  > ÏTÎ  ~ 1 . » ; ;;  > 

comme  dans  la  proposée  ; puis 

a P > a n = > 5,8i3.  :,t 

ûp.<  A ^=3=  <0,457. 
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Cette  quasi -valeur  devrait  être  négative  en 
valeur  cle  a p pour  être  positive  en  valeur  de 
z à cause  de  * < a,oq , et  en  outre  le  dernier 
coefficient  étant  négatif,  il  en  résulte  que  la 
plus  petite  racine  est  positive  en  z , et  négative 
en  A p ; mais  il  faut  remarquer  qüe  A « est  ici 
positif  par  extradivergence-,  comme  il  est  quel- 
quefois négatif  quand  toutes  les  valeurs  de  p 
sont  positives  (54)  : on  va' le  voir  par  la  cou- 
cén&ration  * j’ai  donc 

•"  ' { •:'1  !'■>?•  /tft» 

< 0,006. 

0,00454$- 
. < o,oo455  i 5. 

; /•  ‘ • . . ..  . .—<  0,004551481542. 

4'ifc  fî't  t*.  . J.  0, 00455 1481 54»5». 

I 1 , 

D»  «.  •>  < » * * < . ; f * . : , : ; 

ou  j ai 

**•  , /’  .»  \ f»;  i ' . >•  ;.t*  f ? 

x.  =a,oo455i48i542[3a. 

-•«.  »“■  !:'  i.  - •iro:. 1 .j  j . • • 

Ainsi,  après  cinq  ternies  de  concentration, 
j’aboutis  à une  quasi -valeur  qui  a quatorze 
décimales  exactes  ; car  quoique  je  n’aie  pas 
obtenu  l’identité  des  deux  dernières  décimales 
trente-deux , néanmoins  en  observant  la  mar- 
che rapide  d«  la  concentration  „ qn  voit  qu’elles 
se  trouveraient  les  mêmes  dans  le  sixième 
terme.  Chaque  terme  de  concentration  n’exi- 
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géant  qu'une  multiplication  et  une  division  r 

on  voit  que  les  opérations  qui  conduisent 
aux  valeurs  des  racines  sont  beaucoup  plus 
eourtes  et  plus  simples  que  celles  qu’exige  l’ex- 
traction d’une  simple  racine  cubique  par  la 
méthode-connue  de  l’arithmétique. 

Il  faut  remarquer  que  dans  cette  dernière 
concentration  j’ai  simplement  laissé  aller  la 
série  sans  prendre  la  valeur  moyenne  par  la 
méthode  de  compensation  , j’aurais  retardé  la 
marche  de  la  concentration  au  lieu  de  l’avan- 
cer ; car  quand  les  séries  sont  rapides  , chaque 
terme  ne  dépasse  la  valeur  vraie  que  d’une 
partie  très-petite  de  la  latitude. 

Je  ne  m’occuperai  pas  ici  de  la  limite  oppo- 
sée qui  Appartient  à la  paire  de  racines  ima- 
ginaires : sa  partie  rationnelle  n’est  pas  sus- 
ceptible de  concentration.  Pour  la  concentrer 
il  faut  prendre  l’équation  en  P de  la  propo- 
sée (t47)’  0,1  la  résoudra  comme  celle-ci,  et  la 
valeur  réelle  de  cette  équation  donnera  la  paire 
des  deux  racines  imaginaires  quant  à leur  par- 
tie réelle. 

162.  La  double  formule  des  quasi-valeurs  de 
z et  z (i5d)  va  nous  servir  à séparer  les  diffé- 
rentes racines  de  la  proposée  : d’abord  de 

• «'  • .1 

• Xl—  — ( v + z ) et  de  z 

t»  ••  »«•  • <«  ' f j,  j j 


<£> 
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j aurai 


ensuite  de 


j’aurai 


__  />*>***» 

* !<-  + ?, 

*)=  — (p  — z')  et  de z'  J P ’ 

!<  p — k t p , 

>#-rî 


enfin  j’aurai 

*»  Il -A— ■(■*,  + *»); 

en  substituant  toutes  les  valeurs  j’aurai  les  for- 


mules 


SC  i6V^\ 


_Na— T-; 

■ : ■ ■ 

*’ rjll  i(*M  K-+22Î-S 
' |>i(a  + k;  + ,K,.-ï^')  - 

J ai  mis  le  signe  {I  pour  les  quasi- valeurs 
de  x, , leur  direction  dépend  de  la  différence 
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* • 

plus  ou  moins  des  deux  racines  extrêmes  arec 
la  moyenne  » il  est  inutile  de  la  déterminer; 
mais  il  est  clair  qu’elles  doivent  être  opposées 

l’une  à l’autre. 

Cette  formule  sépare  les  trois  racines  de  la 
proposée  en  quasi- valeurs  qui  ont  toutes  la 
forme  qui  leur  convient.  Mais  il  faut  remar- 
quer que  celte  séparation  des  trois  racines  n’a 
lieu  que  pour  le  troisième 
ne  sépare  que  les  deux  racines  extrêmes  de 
l’équation  par  deux  limites  opposées,  et  c’est 
parce  qu’il  ne  reste  plus  qu’une  racine  au  cen- 
tre qu  elles  se  trouvent  toutes  les  trois  sépa-, 
rées.  Dans  les  degrés  plus  élevés  il  reste  au 
centre  une  équation  abaissée  de  deux  degrés 
qu’on  résout  ensuite  après  qu’on  en  a séparé 
les  racines  extrêmes  que  l’on  obtient  aussi 
exactement  que  l’on  veut , comme  on  vient  de 
le  voir. 

M$is  il  faut  observer  que  cette  formule*  à 
doubles' limites  opposées,  n’appartient  qu’aux 
équations  dont  toutes  les  racines  sont  réelles  ; 
quand  il  y a des  racines  imaginaires!,  les  limites 
supérieures  de  chaque  racine  imaginaire  appar- 
tenant à la  résolution  en  p ne  peuvent  appar- 
tenir qu’à  la  partie  réelle  de  ces  racines;  et 
dans  ce  cas  les  deux  limites  qui  appartiennent 
à la  racine  réelle  ont  la  même  direction  : je 


degré,  La  méthode 


l 
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supprime  ces  limites  pour  avoir  la  formule 
générale 


i65 


,._i 


Formata 
de  décom- 
position aU 
gébrlqus. 


scv^\ 

■T7 


,-<}(A+V7+iK3r_î^2) 

Telle  est  la  formule  générale  et  ultérieure 
de  solution  que  j’appelle  formule  de  'décom- 
position algébrique , parce  qu’on  en  fera  usage 
dans  la  deuxième  partie  pbué  la  résolution  des 
équations  â plusieurs  variables  ; elle  sépare, 
dans  tous  les  c^sf  Tes  quasi-valeurs  des  racines 
a^ec  la  forme  qui  .letir  convient,  et  avec  une 
première  approximation  déjà  assez  rapprochée. 

D abord  , si  les  trois  racines  sont  réelles  , 
toutes  les  expressions  sont  réelles,  comme  on 
Va  déjà  vu,  ,j  . ...  ..T  l ..  »•,,  ,,  • 

Ensuite  , quand,  d y a dans  l’équation  de» 
racines  nç^ginairea,  on  peut  les  séparer  de  la 
racine  réelle  par  le  moyen  de  cette  formule, 
soit  que  Ÿ~r  soit  réelle  ou  imaginaire. 

i°.  Si  l/r  est  réelle,  la  partie  nu  agi  naît  e dé- 
pend des  deux  grands  radicaux 


V7 


♦ 
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Dans  le  cas  où  xt  est  réelle  , on  a 

iÿC  — 2 r V^r  > o 1 far  ^~r  — »9C  < o , 
SC  + 2 r Ÿ~r  > o j,  °U  | a r Ÿ~r  + iÿC  > o. 

xt  a son  expression  toute  réelle,  ensuite  a?9  et 
*•,  ont,  pour  leur  partie  imaginaire;,  le  même 
radical 


! ■ 


1 *K",r. 


SC  V~r 


r ..t|- 

i . : i 

avec  up.  signe  opposé  , comme  il  convient. 
Quant  à la  partie  réelle  qui  doit  être  la  même 
dans  les  deux  racines,  elle  a deux  limites. 


savoir  : 


r v 


;(*+;(/  ar  + -?c22.) 
qui  correspond  à x„  et 

y " J,*  * J HVl  ••  '***«■  1 4 

qui  correspond  à j:,,  et  qui  par  conséquent 
doit  être  précédée  du  signe  <\ 

En  faisant  la  même  séparation  pour  le  cas  où 
ac;  est  réelle  , on  aura 

l64.  (*•'- 

f>.(A^r)....!... ) 
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On  peut  encore  prendre  pour  la  partie  réelle 
des  racines  imaginaires 


En  appliquant  cette  formule  à l’équation 


imaginaires,  la  valeur  moyenne  des  deux  li- 
mites opposées. 

Quasi-valeurs , 

x,<  2,1708.  # 

X%  ||  i,o854=F  1,0933  y/  — 1. 


Si , en  conséquence  de  la  quasi-valeur  réelle, 
on  faisait 


et  qu’on  substituât  cette  valeur  de  x dans  la 


*3 — a* — 5 = 0, 

j’ai , en  prenant  pour'la  partie  réelle  des  deux 


Valeurs  exactes 


2,09455 , etc. 


x — 2,1  +z 
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proposée,  on  aurait  immédiatement  une  équa- 
tion en  z , dofit  la  petite  racine,  qui  serait  le 
supplément  de  x, , se  concentrerait  aussi  rapi- 
dement que  celle  de  l'équation  ci-dessus  qu’on 
a obtenue  en  faisant  / 

» t . * » 4 ; 4 • • » • 

x = 2,09  -f  z , 

• f.'i  .■  ii 

la  quasi- valeur  serait  ici  négative. 

a°.  Quand  V~r  est  imaginaire , la  formule  de 
décomposition  ci-dessus  ne  peut  pas  servir 
telle  qu’elle  est , toutes  les  expression#  seraient 
affectées  de  quantités  imaginaires  ; pour  en 
séparer  la  racine  réelle , il  faut  d’abord  dégager 
la  quantité  imaginaire,  contenue  dans  le  grand 
radical  ; ce  qu’on  obtiendra  par  la  résolution 
du  radical 


ci-dessus  (ï36)  ;^je  fais  ressortir,  dans  ce  cas  , 
. le  signe  intrinsèquement  négatif  de  r pour  que 
les  formules  présentent  extérieurement  la  for- 
me réelle  ou  imaginaire  qui  leur  appartient. 
Alors  < • * 

, S C 

r ar — , 

r 

devient  •• 


et  ainsi  des  autres  , et  l’on  a 


7/  SC\Tr 

y — 2r  -f-, — - 


V — h , 
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Æ>ojV^~,r~ 

~7v/7TTs?. 

r * *r  t i 

^ vc+E-vciTn^?. 

On  voit  ici  que  le  grand  radical  * • • 

SC  V~r 

r — arrp 


qui  est  le  même  que 


I^o  ^3C^r 

r 3f± _ 


quand  on  laisse  m intrinsèquement  négatif , 
est  décomposé  en  deux  radicaux , dont  le  pre- 
mier ne  renferme  que  des  quantités  réelles , 
et  l’autre  est  une  expression  imaginaire  sim^ 
pie  : car  d abord  le  radical  intérieur 


V 


4 r%  •+ 


est  nécessairement  réel  ( r étant  intrinsèque- 

ment  positif^.  Ensuite  le  premier  des  deux 
radicaux 


l'-r+il /V+1S 

. ;ü  ;:î.r  v 


y t± 


Dfgitized  by  Google 


30$  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

est  toujours  réel , car  on  a évidemment 


et  l’autre  est  imaginaire.  * 

Maintenant  pour  appliquer  ces  valeurs  à la 
formule  de  décomposition  (f68)  , j’observe 
d’abord  qûe  les  deux  quasi-valeurs  originelles 
*■  et  p appartiennent  à la  paire  de  racines  ima- 
ginaires , l’une  des  deux  doit  donc  être  com- 
plette’e  par  z , et  l’autre  par  z'  ; je  remonte 
en  conséquence  aux  deux  inéquations  en  A® 
et  en  Ail , et  j’ai,  pour  complément  de 


*,<!**- 


Pour  complément  de  p , on  a 


,t'<iA®_ 


Maintenant  en  appliquant  ces  quasi-valeurs 
de  z et  de  z à x,  il  faut  les  disposer  de  ma- 
nière que  chaque  paire  de  racines  ait  une 
quasi- valeur  complétée  par  z,  et  l’autre  par 
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z , on  a donc 


^complète»  ,pjq 


x,-^A-y^-r-iP^  - 

+yz^i  y'-^-.y . , 

».->,(  a-»^h  .p., ,, 

V , ' [ 'J  4 

^(A+^l r+iV-„+^)... 


.par  ; 


En  substituant  maintenant  les  valeurs  des 
grands  radicaux , on  a 


l66- 

SC>o 


->  i ( A - V !^r  + { Vh  - i V^jn 
— > f ( A -f- y~—r -f-  j V^R.  + î — R') 


11  est  clair  maintenant  que  c'est  la  deuxième 
-paire  qui  correspond  aux  deux  racines  ima- 
ginaires de  l’équation  (*37).  Quant  à la  sacine 
réelle  , je  puis  la  prendre  avec  deux  limites 
différentes  et  opposées.  D’abord  je  l’aurai  en 
prenant  la  moitié  de  la  somme  de  l’autre  paire 
de  quasi-valeurs  qui  me  donnera 


•en  deuxième  lieu,  j’aurai  une  autre  limite  eh 
retranchant  de  A la  somme  des  deux  racinèi 

*4  , 


Digitized  by  Google 


aïo 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

imaginaires  , en  faisant  donc 

xt  = — (A  — ( art  + ).  > 
j’aurai  

R); 

on  aura  donc,  dans  le  cas  où  «JC  > o , 

167.  f fcKA-iV'R) 

«o>.f 

Us  l 

En  opérant  de  même  dans  le  cas  où  »yC<Co , 
on  a d’abord 

168.  ( (*,-<}( A— 


S C<o 


^ - : 

)}*,-<|(a+V^-^  + ^--R') 

) j *»->}(  A - + { |/=R') 

(|*s->ï(A  + |/~+4VlE-il/-R0 


D’où  je  conclus  ainsi  les  trois  quasi-valeurs 
de  x , 

l69* 

SC<°)  f>KA+*V'») 

(*3  [<7(A+V^R) 

Si  je  joins  ensembles  les  deux  formules  pour 
«ÿC^-o  et  jSC-<o,  j’aurai,  en  substituant  les 
valeurs  de  R,  et  R'  y^  — R'  , la  formule 
suivante  : 
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H<faW -^V  V+Zf)*  ' ’ 

>f(A-v/-r+y^), 

(*!“{>*' (A+iV^- 

(-!“[  <i(A+îV/,-'-K  V-r-\ / ir'+T1’ 

ÏC<°L,  . ir  . i, 

( [<\(lW -r+ÿZ^y 


En  appliquant  cette  formule  au  dixiseptièapç 
et  au  dix-huitième  exemple  du  tableau,  oafa 
pour  la  racine  réelle  du  premier,  , j| 

x __  f < i,3o3.  : , 

} >0,9466.  > :!)  .i-,  ... 

La  racine  vraie  = — 1 , et  pour  le  deiltfièrnè'5, 

t <Ja,3a. 

La  racine  vraie  = — 2.  1 11  >.  nttt.t 

Je  vais  1 appliquer  à l éqüation  l"  ■"  '■ 


‘"‘•T  nlit.it 


X3  + 3.V*  -f  2X  -f  I 5 = O , 

ci-dessus  (106),  dont  la  valeur  réelle  ne  peut 
se  concentrer  par  la  série  de  concentration  , 
parce  que  toutes  les  parties  réelles, des  racines 
ne  sont  pas  du  même  signe.  On  a dans  ce  cas 

V ~r^=V  — Z an 
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et  la  valeur  réelle , d’après  cette  formule  , est 

(->2,563, 

*'-{  • 


v<4,44*; 

la  valeur  moyenne  de  ces  deux  limite^  est 

x $ — H 3,5  ; 

ie  fais  alors 

J * = — (3,5  + z), 

et  je  substitue  cette  valeur  dans  la  proposée , 
et  j’ai  l’équation 

*3+  8,5  z*  + *4,75*+  io,a5  = o ; 

j’ai  -,  comme  dans  la  précédente  , r '=  r 2»  je 
pourrais  , d’après  les  formules  qu’on  vient 
d’exposer  , prendre  les  deux  limites  opposées 
de  sa  valeur  réelle  ; mais  il  est  beaucoup  plus 
simple  de  concentrer  sa  quasi-valeur  ÿ A immé- 
diatement par  la  formule 

C 

p>  B — n7r’ 

sans  chercher  à savoir  si  l’on  a ^C>o  ou 
,ÿC<.o»  la  concentration  me  donne 

4 = (i  A = ?,83. 

' k 4=  ....=  1,167. 

k'  4 zrz  • • « • 31 0,633. 

Jte  m’arrête  h ce  terme  , et  je  vois,  comme  cel* 
doit  être  , que  la  petite  racine  est  la  réelle  , et 
qu’elle  peut  se  concentrer.  Au  lieu  de  conti- 
nuer la  concentration  , je  prends  z — o,6, 
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que  je  substitue  dans  x = — (3,5-t-*),  et 
j’ai  x ■=  — a, g. 

Je  forme  la  nouvelle  équation 
x = — (*>9  + *)> 

et  j’ai  z3  -f-  6,7  z*  + i5,63jp — i,63i=o; 
je  concentre  immédiatement  jA,  et  j’ai 
4=  a,s333. 

k 4 = — 0,2067. 
k'  4 = — 0,0955 6. 
k"  4 = — o,  10019. 

*"'4  = — 0,9999a. 

D’où  je  vois  que  c’est  encore  la  petite  racine 
qui  est  la  réelle , et  comme  elle  est  négative 
en  p , ou  positive  en  x , elle  se  concentre  alter- 
nativement. Comme  la  vraie  valeur  qui  con- 
vient 4 z est  z = 0,1,  on  voit  combien  elle 
converge  rapidement. 

171*  Je  me  suis  beaucoup  étendu,  dans  ce 
chapitre,  sur  la  résolution  des  équations  du 
troisième  degré  , parce  qu’il  a fallu  en  déve- 
lopper la  nature  et  la  théorie  du  calcul  des 
inéquations.  Mais  ce  qui  appartient  purement 
à la  résolution  pratique  des  équations  de  ce 
degré , se  réduit  à bien  peu  de  choses. 

Quelle  que  soit  l’équation  proposée , si  \/rf 
est  réel , prenez  immédiatement  les  trois  quasi- 
valeurs  de  ses  racines  par  la  formule  de  dé- 
composition (i63).  . - 
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2t£ 


Ensuite,  pour  les  concentrer  rapidement , 
si  elles  sont  toutes  les  trois  réelles  , prenez 
une  des  quasi-valeurs  extrêmes,  que  j’appelle 
généralement  q , faites 

• x = — (q.+  z), 

vous  aurez  une  équation  en  z , dont  vous  pour- 
rez prendre  les  limites  par  la  même  formule  ; 
mais,  plus  simplement  concentrez  immédia- 
tement la  quasi-valeur  de  la  première  racine 
par  la  formule  ■ ’ 


c ! 

_ n «" 


Cette  première  racine  sera  alors  très-petite  re- 
lativement aux  deux  autres,  elle  se  concen- 
trera donc  très-rapidement.  Si  la  concentra- 
tion est  encore  trop  lente  , vous  lui  donnerez 
une  nouvelle  convergence  en  faisant , avec  la 
quasi-valeur  déjà  concentrée  ,=q\  l’équation 
x = —,(  q'  + z). 

La  nouvelle  substitution  de  cette  valeur  dans 
la  proposée  , vous  donnera  une  nouvelle  équa- 
tion en  z , dont  la  première  racine , alors  très- 
petite  , se  concentrera  enfin  rapidement. 

Si  le  radical  originel  est  imaginaire,  on  pren- 
dra la  quasi-valeur  réelle  sur  la  formule  (170) 
qui  convient  à \/r^~  r , et  pour  la  concentrer , 
on  opérera  de  même. 

En  général , ce  n’est  que  sur  des  équations 
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de  complément  qu’il  faut  opérer  la  concen- 
tration , et  jamais  sur  l’équation  proposée  , 
parce  que , i°.  sa  marche  est  ordinairement 
très-lente  ; a0,  parce  qu’elle  ne  peut  réussir 
qu'autant  que  toutes  les  racines  ont  le  même 
signe.  Dans  les  équations  de  complément  la 
concentration  est  d’autant  plus  rapide  que  le 
complément  de  la  première  racine  est  petit, 
les  racines  y sont  toutes  du  même  signe,  il  n’y 
a jamais  que  la  petite  quasi-valeur  qui  peut 
avoir  un  signe  différent , la  concentration  n’en 
est  pas  moins  convergente , elle  est  alors  alter- 
native. 

CHAPITRE  IV. 

De  la  résolution  des  équations  du  quatrième 
degré. 

\ 

PREMIÈRE  SECTION. 

M j -a.  , 

PREMIER  MODE  DE  SOLUTION. 

De  la  résolution  des  valeurs  de  p , ou  première  mé- 
thode de  solution  simple. 

172.  Pour  résoudre  l’équation  générale  du 
quatrième  degré , 

;r4+-A*s  + Btf*  + C.r  + D = o, 
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je  la  décomposé  comme  .pour  ie  troisième  de- 
gré en  deux  facteuMj 

(*’ + **•  ïq  x + *)(x+p)=Qi 

en  effectuant  l’on  a 

, x* + Vx3  + Qx'rt-Rx  J 

+ j px3  +,  P 'px*  + Qpx  -f  Rp  j ° ’ 
d où  j ai  les  quatre  équations  Auxiliaires, 

P 4-  'p  àa  x . . , i iv  *. 

Q + Pp  ^tB : a.  > 

R + Qp  ^C.,r.;  3. 

Ensuite  je  prends  l’inéquation  condition- 
nelle de  l’équatiôh  'du  troisième  degré  qui 
est  ici 

' P?  **“'3  Q ■O'.y.'n ,j 


i .i 


.1  t 


OU 

j?ai  donc 


Q < t P*  ; 


q ^ i p»  ■ o |i  ^ 9H  i ^ ^ i®,  Pp  ; 


en  substituant  la  yaleur  de  P de  la  première 

. * ■ . ’.t/  ■'  '•>  *■  • • • MOOMCF 

équation  auxiliaire  , ,on  a une  inéquation  du 
deuxième  degré , 


qui  doqne  deUx  quasi-yaieurs  tpièappartien- 


Digitized  by  Google 


« 

Dü  CALCUL  DES  INÉQUATIONS.  317 

nent  par  la  même  raison  que  ci-dessus  (5i) 
aux  deux  racines  extrêmes  de  l’équation  , et 

173.  />4<Ha  + 3yrÂr::r|B)  = <p, 

/».  >i(A  — 3y^  A»  — IU)  = >*; 

.puis  avec  l’équation  auxiliaire  p=A — P,  on  a 
A — P < P, 

A — P > « ; 

d’où  > . ; , !• 

p > K a — y/  = > * , 

P<I(A+  \/  A*  — f B)  = <n. 

La  première  de  Ces  deux  quasi- valeurs  <i>  appar- 
tient à la  somme  des  trois  plus  petites  ra- 
cines , et  l’autre  n à celle  des  trois  plus  grandes. 
On  voit  qu’on  a obtenu  d’abord  ces  quatre 
quasi- valeurs  originelles  de  la  même  manière  , 
et  d’après  les  mêmes  principes  que  dans  le 
troisième  degré  ; il  en  est  de  même  de  tous 
les  autres  degrés. 

174.  Il  semblerait  qu’en  introduisant  l'iné- 
quation conditionnelle  du  troisième  degré  de 
l’équation 

a:5-fPx*-l-Qa?-f-Q  = o, 
j’aurais  dû  prendre  l'inéquation  générale  qui 
renferme  les  rapports  de  tous  les  coéffieiens 
et  qui  est. 

4P3R  — P'Q1 — 18PQR4- 4Q3  + 87Ra<o  (7!). 
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Si  l’on  employait  cette  inéquation  , on  retom- 
berait clans  l’inconvénient  de  la  méthode  des 
équations  qu'on  a employées  jusqu’alors  pour 
les  résoudre,  il  en  résulterait  une  surcom- 
position au  lieu  d’une  décomposition  , et 
l’on  entrerait  dans  un  labyrinthe  de  calcul 
algébrique , dont  il  ne  serait  pas  possible  de 
sortir. 

L’inéquation  Q<jP4  est  le  pivot  de  la  ré- 
solution des  équations  du  quatrième  degré  , 
elle  sert  à trouver  toutes  les  inéquations  qui 
naissent  de  la  relation  des  divers  coëfficieus 
entr’eux.  On  sait  que  tous  les  coëfficiens  d’une 
équation  se  dérivent  de  ceux  qui  les  précè- 
dent. 

Il  est  aisé  , d’après  cela,  de  voir  comment 
avec  l'inéquation  conditionnelle  des  deux  pre- 
miers coëfficiens,  on  peut  arriver  aux  iné- 
quations qui  expriment  la  relation  de  tous  les 
autres.  . - 

175.  Je  continue  et  j’observe  que  Ce  qui  a 
été  dit  relativement  aux  quasi-valeurs  néga- 
tives et  positives  en  p , dans  la  résolution  du 
troisième  degré,  s’applique  parfaitement  ici. 
Ainsi  je  suppose  d’abord  que  tous  les  coëffi- 
ciens de  la  proposée  sont  positifs  , que  par 
conséquent  les  quasi-valeurs  originelles  sont 
positives  eh  p , et  négatives  en  x.  Si  toutes  les 
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racines  devenaient  positives  en  x , et  négatives 
en  p , alors  le  coefficient  A,  serait  négatif,  et 
en  faisant  ressortir  son  signe , la  quasi-valeur 

pv  > •». devient  p,  = — < ? , 

...  pts<p.. dévient  p4  = — >*, 

comnie1  ci- dessus  (55 jr  7 

Si  l’équation  Contient  des  racines  en  partie 
négatives  et  en  partie  positives , l’inéquation 


Pa  > ",  u..  , . -, 

étant  pronégative  , ? appartiendra  à la  plus 
grande  racine  négative  en et  la  quasi-valeur 
v sera  plus  grande  en  nombre  que  cette  grande 
racine  ; par  exemple  : ’ 

Soit  l’équation  T- 

xîm.jtx3  + i i<arî  -h  ta  = o , ; 

dont  les  facteurs  sqpt..  , * 

(»—*)  (*— 3)  (f  — oi* + o ; =°  ï 

je  les  place  ici  dans -Jgur  ordre  de  résolution, 

. M • r * '*  " 

et  j ai 

>"==>  — 5,0^6 
/>4<?  = < i>576- 

Tout  ceci  est  conforme  à fcè  qu’on  a déjà  vu. 

176.  Il  s’agit  de  completter  les  quasi-va- 
leurs « et.p  ; je  prends  d’inéquation ■ : 

:>  « «o  ; • Jû«*  Îtp  i.mi; 


Iv'oo,,  ,r,  1;  no 

==.  — <5,076, 

j:  ue,i  nij. ‘ 
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je  la  compare  avec 

■ Q (1  B-n*, 

en  faisant  y/ A1— §É==V//\ 

't  - Q I!  Tg(t6B — 3A* + 9r— 6AV^F. 

Q ||  J_(A‘— 2(A#— |B)  + 3r+aA/7. 
QU  Jj(AM*e+3AVT; 

* Qllf6(A+v7)‘i 

den=f(A  + V/r..Q  ||  }n\ 

Puis  Q <<  1 11*  > 

donc  £TT>jP*, 

donc  Q < j n*  ; 

^îi*  = B — n®,  et  Q<B — nv.  1 
En  faisant  la  mèmè  opération  avec 
Q ||  B — i , 

on  arriverait  de  même  à 

' Q lli*V 

donc  on  a d’abord 
mais  l’on  a 

?v  '»  i;  r;  Q < ï 

>:/  ;2 ï^î>^*> 

on  ne  peut  rien  conclure  de  ces  deux  inéqua- 
tions qui  sont  dans  le  même  sens  ; on  a donc 

} 
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seulement  l’inéquation  de  direction  incertaine 

Q H î *■'  > 

comme  dans  le  troisième  degré. 

177.  Par  le  simple  raisonnement  on  a prou- 
vé ci-dessus  (61),  que  pour  la  petite  racine  on 
devait  avoir 

Q < B — n v. 

J’appelle  K cette  quasi-valeur  de  Q qui  cor- 
respond à la  somme  du  produit  des  trois  plus 
grandes  racines  multipliées  deux  à deus,  çoiq- 
me  n correspond  à la  somme  des  trois  plus 
grandes  racines.  Si  on  substitue  K.  et  w dans 
l’équation  auxiliaire  , 

R = C — Qp; 

on  aura,  par  le  même  raisonnement,  , 
R<C  — K»; 

farce  que  K est  plus  grand  que  sa  valeur  Q 
correspondante  , et  » plus  petit  ; et  parce  què 
R est  toujours  plus  grand  que  v,  et  ue  cesse*- 
rait  pas  de  l’être  , si  ees  deux  quasi -valeurs 
parvenaient  à leur  valeur  correspondante  Q 
et  pt.  , . 

178.  Voici  comment  on  peut  encore  dé- 
montrer la  direction  de  cette  quasi-valeur  de 
R.  J’appelle  z la  quantité  dont  K surpasse  fa 
valeur  Q correspondante , et  z Ja  quantité  qui 
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manque  à «•  pour  valoir  px  ; au  lieü  de 

B = C — Q p, 

j’aurai 

R = C—  (K— *')(»  + *), 
avec  la  valeur  de  R , 

R =C (B na-)ar — [(B  — n®)z (sr-f -z)z]. 

Le  deuxième  membre  de  cette  équation  ren- 
ferme deux  parties  , la  première  , 

C — (B  — n»)»- 

est  la  quasi-valeur  de  R , et  l’autre  partie  est 
ce  qui  la  complète  ; si  cette  quantité 

[(B  — na)z  — (*-  + z)z']  , 

qui  est  précédée  du  signe  — est  toujours  po- 
sitive de  sa  nature  ; il  faudra  conclure  delà 
que  l’on  doit  avoir 

R < C — (C  — n»)»; 

puisqu’il  faudra  toujours  en  retrancher  une 
quantité  positive , pour  avoir  la  vraie  valeur 
de  R ; c’est  donc  ce  qu’il  s’agit  de  faire  voir. 
On  a d’abord  l’inéquation  incertaine  , 

( B — z — + z)z  \\o; 

je  substitue  au  lieu  de  z'  sa  valeur  en  fonctions 
de  z,  que  j’obtiens  de  cette  manière  : . 

B — n®- — z'  =={Q)  ==B~(n — z)(*+z)  , 
d’où  j’ai 

*'  = ( Il  • — v — z)z; 
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j’ai  donc  , en  reprenant  l’inéquation  incer- 
taine , 

B — iit — (n  — « — 1)(«  + z)  ||  o; 

en  substituant  les  valeurs  delT  et  de  t en  coéffi- 
ciens  de  la  proposée,  j’ai,  tout  calcul  fait, 

**— Aa— aSB+SA^Ho, 
puis 

-HA+ÿ'T))- 
d’où 

(*  - i ( A + 9v7))‘ + A ( A + v^y  II  o ; 
mais  le  premier  membre  de  cette  inéquation , 
composée  de  deux  quarrés , est  nécessairement 
positif  toutes  les  fois  que  V~r  est  réel  , donc 
on  a 

( z — I ( A + 9 \Tr)y  + X ( A + \T?y  > o ; 

donc,  en  remontant , l’on  a 

(B  — FI  t )z  — (t  + j)z'>o; 

donc , dans  la  valeur  de  R , la  quantité  que  l’on 
retranche  de  la  quasi-valeur  est  toujours  posi- 
tive , donc  on  a 

R •< C — ( B — 

Delà  avec  l’équation  auxiliaire  4,  R/>  = D,  on 
obtient,  pour  la  quasi-valeur  complète  de  la 
première  racine  , 


(* 


(l|-A(6A')-8B+64K7, 
1 II  — n(A+*/rj\ 
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179-  P>  > c_(B_n^)< 
D 

OU  D,  "> 

et  pour  $ , 


= > 


Pour  obtenir  delà  la  série  de  concentration , 
il  faut  déterminer  le  rapport  d’inéquation  dç 
« à k*r , j’ai 

* » c^K+a---^ 

Ct  — Bt*  + A t3  — t+  ||  D, 
o ||  t*  — At3  -t-  Bt*  — C v + D ; 
mais  le  deuxième  membre  n’est  autre  chose 
que  l’équation  proposée,  dans  laquelle  on  au- 
rait substitué  la  quasi- valeur  t-vt  à la  place 
de  x , ses  facteurs  sont  donc 

O II  (»  — <*)(»  — 

Comme  ils  sont  tous  négatifs  , leur  produit 
est  positif , donc 


o 


+ Bt*— Ct  + D; 


donc 

*<kw 

donc  on  a ces  rapports  d’inéqnatioa 
. » < kw  \ . t 

✓N  A 4 

P,  P , < - 
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de  pt  > isr,  orna- 

— Akn3  + BÆt*-**CÉ"t  -j-  D>  o, 

d’où 

l î_L.|),.r  • 

'">  kv3 — Akn'  -f-  BÆx— - C ’ • ''l> 

, ” ^ !*  ” d ! l,r‘  ’ ^ [,r‘ 

**  < C — Mir+AA7r'—tir3=<Air' 

, ; i )•;'}  :jit  ; f ' . 

Delà  on  conclura , comme  ci-dessus  (87) , la 
série  de  concen  I ration , 

RO  , t • i"i  . [ 

I7Q.  'T  <1  At  < A V < ka%  < k' "V  , etc. 

A /S  /S  A “ A 

Pt  P r Pi  . p.-  •)  P«.) 

Et  si  v acquérait  une  valeur  qui  dépassât  1» 
première  racine  seulement , en  l’appelant  *' , 
on  aurait  la  Série  opposée , 

t'  > Ait'  > ArV'  > (V  ]>  t etc.  1 

V V/  V V V \ — p, 

Pt  Pt  p,  p,  - P*  l J 

Je  suppose  ici  toutes, les  racines  négatives, 
si  elles  étaient  toutes  positives,  ce  serait  la  der- 
nière quasi-valeur  p qui  serait  susceptible  de 
se  concentrer  ; mais  comme  p4  < <p  devient 
p— — > rr  en  faisant  ressortir  son  signe  ué~ 
gatif , on  a encore  la  même  série  que  celle-ci , 
à l’exception  que  les  termes  étant  métanéga- 
tifs , elle  est  précédée  du  signe  — qui  affecte 
leur  quantité,  et  non  paslleur  direction. 

On  aura  encore  une  série  convergente  qui 

i5 
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sera  alternative,  si  la  quasi-valeur  » est  la  plub 
petite  en  nombre,  quoiqu'elle  corresponde  à 
une  racine  d’un  signe  différent  de  toutes  les 
autres,  par  le  même  raisonnement  que  ci- 
dessus.  - ) | .Î»  \ ; ; " 

Il  n’est  pas  inutile  pour  la  théorie  de  déter- 
miner la  direction  de  la  grande  quasi-valeur 
complète  ou  de  & ? ; on  aura  comme  ci-dessus 
deux  ca$.fc  " : ** 

i°.  Si  * >•  p , on  a 

v Q > B — < * <p  , 

R > C — (B — *p)p; 

doù 

D 

Pi<  C — (B  — -tp)7‘  < . 


a°.  Si  *0 , on  a 


d’où 


Q<B  — •#, 

R<C  — (B  — *)?; 

* • ■ * * 

D 

Pi>^~~ 


C— .(B  — r. 

Pour  le  premier  cas  on  a donc  . -•  .. 

Pi  < 'f»  Pi  < 

, . . • , - • • . » . i • <,  , , , - 

mais  en  déterminant  le  rapport  d’inéquation 
de  9 à k<p,  on  a 

•4  — A»3 +.Bp*  — Çp  + D>o; 
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car  les  quatre  facteurs 

(?  — «)(*  — b)(*  — c)(»  — rf) 

sont  tous  positifs  ; d’où 

! ' ' ‘ ' . » Al  • * I * 

— D 


.‘)J 


»i* 


*>■ 


p3  — Aç*  d"  h? — f* 


P < 


D 


«*=  <stf. 


C — B?  + A?‘  — *5 

; . . , . . : 

Il  suit  de  là  que  la  latitude  de  kq>  est 
plus  grande  que  celle  de  p4  <.  <p , on  aurait  les 
rapports  , . . 

<P  < k q> 

v j:  v s •!«...  •«  • l’t» 

P A y P A 

* 

qui  détermineraient  une  série  de  concenlra*- 
tion  divergente.  Ceci  confirme  ce  qu’on  a dit 
ci-dessus  (t)3)>  que  les  série*  de  concentration 
des  racines  paires  étaient  divergentes,  et  celle» 
des  racines  impaires  convergea  tes  : cette  loi  est 
importante.  • '-.uoj  • b • ■ . ••• 

Quant  au  deuxième  cas , les  deux  inéquai- 
tions  Opposées  pi  <3  f et  p4  > k p,  an  nonce  ht 
que  h <p  a franchi  la  valeur,  et  on  peut  la 
concentrer  par  la  concentration  de  cotnpen^- 
sation.  r ■ o -•  ••  / 

l8o.  On  peut  remarquer  que  la  formule  dë 
concentration  pour  le  quatrième  degré,  est 
généralement  la  formule  de  la  quasi-valeur 
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complète  > . 

J,  > 

F'  C-(Bn»),’ 

en  substituant  successivement  à la  place  de  n 
et  de  «•,  les  quasi-valeurs  _ , 

kn,  kv,  k'  n,  k'  v,  etc. 

l8l.  Quant  aux  racines  imaginaires  qui 
peuvent  se  trouver  dans  l’équation,  je  ne  cher- 
cherai pas  à déterminer  ici  les  inéquations  con- 
ditionnelles qui  apprendraient  à les  recon- 
naître ; les  formules  ultérieures  de  solution 
qu’on  obtiendra  en  donnant  les  quasi-valeurs 
des  racines  avec  la  forme  qui  leur  convient, 
feront  connaître  le  nombre  des  racines  ima- 
ginaires que  contient  l’équation,  et  le  rang 
qu’elles  y tiennent  relativement  à leur  partie 
réelle.  J’observerai  seulement  que  quand  <a  et 
$ sont  réels,  toutes  les  fois  qu’on  peut  obtenir 
avec  -a-  une  série  de  concentration , on  peut 
conclure  qu’elle  correspond  à une  racine  réelle. 
Quand  le  radical  originel  est  imaginaire,  on 
n’a  d’autre  limite  que  la  quantité  y A;  mais  si 
l’équation  contient  deux  racines  réelles,  on 
obtiendra  avec  cette  simple  quasi-valeur  une 
série  de  concentration  qui  aboutira  ou  à la 
première  oq  à la  troisième  racine,  selon  que 
l’on  aura  p <.j  A ou  p > y A. 
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182.  Avant  de  passer  à la  section  suivante  ,Lo,decon* 

A ' centration 

il  est  nécessaire  d’exposer  la  loi  qui  suit  lap»“ri“«- 

4 4 ciuti  éga* 

série  de  concentration,  quand  il  se  trouve  des  le*, 
racines  égales  dans  l’équation. 

Si  l’on  suppose  d’abord  que  les  deux  pre- 
mières racines  sont  égales,  et  qu’elles  soient 
toutes  réelles,  on  aura  pour  la  première,  et 
par  conséquent  pour  les  deux  premières,  la 
série  de  concentration  (87) 

-w  < k nr  < k!  v , etc. 

A .A  /N 

/>.  P.  P' 

mais  si  l’on  donne  à«ou  k ■v,  une  valeur  qui 
lui  fasse  dépasser  la  première  racine , elle  dé- 
passera en  même  temps  la  deuxième , la  série 
de  concentration  divergera  de  la  deuxième 
parce  qu’elle  l’aura  franchie,  et  convergera  vers 
la  troisième.  Ainsi,  dans  ce  cas,  on  ne  peut 
pas  avoir  deux  séries  de  concentration  oppo- 
sées, on  ne  peut  avoir  que  la  première. 

Mais  quand  l’équation  contient  trois  racines 
égales,  si  l’on  donne  à ■v  une  valeur  qui  dépasse 
la  première  racine,  elle  dépassera  la  troisième, 
alors  la  série  deviendra  convergente  en  sens 
contraire.  De  là  suit  cette  loi  : On  a deux  sé- 
ries opposées  de  concentrationquand  le  nombre 
des  racines  égales  est  impair , et  Von  ne  peut 
en  avoir  qu’une  quand  le  nombre , des  racines 
égales  est.  pair.  .....  i 
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Il  s’agit  de  confirmer  cettp  loi  par  des  exem- 
ples. Je  prends  d’ahord  l'équation 

ad1  + * 5 a?3  + 55  xx  5 i x + io  = o , 

dont  les  facteurs  sont 

• » 

!.  (*  + io)  (*  + o3, 

et  qui  a par  conséquent  trois  racines  égaies. 


n 

i6,5 

'TT  ~ — 

3,5. 

** 

r - 

* — 

3. 

9 — 

10. 

On  peut  remarquer  d’afiord  que  <p  contient 
la  somme  exacte  des  trois  petites  racines  qui 
sont  égales,  et  <P  la  valeur  exacte  de  la  quatrième. 
Ce  résultat  confirme  ce  qi^e  l’pn  a vu  ci-dessus 
(85) , savoir  : que  quand  une  équation  a toutes 
ses  racines  égales  moins  une,  la  quasi-valeur 
originelle  de  la  seule  racine  inégale  exprime 
exactement  sa  valeur. 

e.  . : ‘ . * . : 

Maintenant  si  je  concentre  -w,  qui , comme 
l’on  voit,  est  extradivergent,  j’aurai 
T :=  — 3,5, 

, k T = 0,0a. 

k'  T = 0,3. 

k"T  = 0,4»  T.  v 

> • \ ' , 

, La  série  de  concentration,  connue  on  voit, 
est  très-lente  ; mais  on  connoît  les.  moyens  de 
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la  rendre  rapide.  Je  fais 

» =î  0,9 , 

et  j’ai,  en  faisant  un  pas  de  concentration, 
k •'-b  0,9008  ; 

je  fais  ensuite  franchir  à * la  valeur  de  la  ra- 
cine en  faisant 

..  . • * = . 

Jai  . 

h ■Tt  = 1,098  : 

on  voit  que  ces  deux  valeurs  de  k *■  avancent, 
en  sens  contraire,  vers  la  valeur  1 de  la  racine. 
Soit  maintenant  l’équation 

x4  -f  7 x3  + 17  x*  + 17  x + 6 = o, 
dont  les  facteurs  sont 

(x  + * )*  (*  + a)  (x  + 3). 

On  a d’abord 

n = 6,6857. 

t = o,3i43. 

4*  = 3,8i43. 

( P = 3,1857. 

— o, 4g. 

La  série  de  concentration  a une  marche 
lente,  à cause  de  l’égalité  des  deux  premières 
racines.  Je  fais 

w = 0,9  > 

j’ai  • 

* » = 0,903  ; 
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je  fais  ensuite 

* t=  1,1 , 

et  J ,31;  i,  i '.Il  ) ; r.t 

On  voit  que  danscé  CaS'oette  dernière  valeur 
de  k jr  ne  retourne  pas  vers  la  valeur  de  la  ra- 
cine = i , mais  continue  sa  marche  croissante 
vers  la  troisième  racine. 

Pour  savoir  si  une  équation  a des  racines 
égales,  il  n’est  pas  nécessaire  d’avoir  recours 
à la  méthode  connue,  on  le  voit  immédiate- 
ment par  la  concentration  des  limites  que  l’on 
obtient  en  valeurs  lde  p et  en  valeurs  de  x.  Il 
faut  remarquer  qu’à  proportion  que  les  termes 
de  la  concentration  s’éloignent  de  la  racine, 
leur  pas  ou  leur  différence  est  plus  grande; 
ils  ont  un  maximum  d’accroissement,  après 
lequel  ils  décroissent  en  s’approchant  de  la 
troisième  racine.,  0 

.t  lU 

Pour  se  procurer  une  double  série  de  con- 
centration dans  cè  cas,  il  suffit  de  se  procurer 
une  équation  en  P , comme  on  a fait  ci-dessus 
pour  le  troisième  degré  ; elle  sera  toujours  du 
même  degré  que  la  proposée;  et  dans  ce  cas-ci , 
comme  chaque  valeur  de  P contient  la  somme 
de  trois  racines,  elles  seront  toutes  inégales, 
à moins  que  la  proposée  ne  contienne  deux 
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paires  de  racines  égalés.  Au  reste,  il  est  assez 
inutile  d’avoir  recours  à ce  moyen. 

La  même  loi  a lieu  pour  les  équations  qui 
contiennent  des  racines  imaginaires.  Je  prends 
pour  premier  exemple  d’abord,  une  équation 
dont  les  racines  sont  inégales,  savoir  : 

x 4 + 9*3  + 3ox*  + 4a*  + 30  = o ; 
dont  les  facteurs  sont 

(**  + 6x  + io)  (x  + i)  {x  + a)  =o  ; 
on  a 

v = i ,5  1 Je  fais  v — 0,9  f w=i,r. 
krr  = 1,44  > J’a‘  At  = 0,927  1 krr  = 1,077. 

J 

On  voit  que  les  deux  quasi-valeurs  de  k w con- 
vergent en  deux  sens  opposés  vers  la  racine  t, 
comme  quand  toutes  les  racines  sont  réelles; 
mais  je  prends  maintenant  l’équation 
x*  + 8 x3  + a3  x*  •+•  a6  x + 10  = o, 
dont  les  facteurs  sont 

(**  + 64-  10)  (x  + 1 )*, 

on  a 

-t  = 0,767!  Je  fais  v = 0,9  fsr=i,i. 
kT  = 0,79  l J’ai  kT  = 0,906  1 Lr=  I,io5. 
9 = 3,225  ) , 1 

<•  On  voit  dans  cet  exemple , qui  contient  deux 

racines  égales  et  deux  imaginaire»,  que  les 
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termes  k v qui  n’cmt  pas  franchi  la  valeur  (le 
la  racine  convergent  vers  elle,  mais  les  termes 
qui  l’ont  franchie  s’en  éloignent  encore  par  la 
continuation  de  la  concentration.  Dans  ces 
deux  exemples , le  radical  originel  est  réel  ; 
mais  le  même  résultat  aurait  lieu  s’il  était  ima- 
ginaire, en  prenant  pour  quasi-valeur  origi- 
nelle 4 = ~ A. 

On  peut  observer  maintenant  que  dans  le 
premier  de  ces  deux  derniers  exemples,  la 
quasi-valeur 

! = 1,5» 

£*=1,44, 

qui  correspond  à une  racine  réelle,  a sa  di- 
rection 

‘ , . . . z»  ■ i 

i . p 1 <C*r?  p 1 <C ^ ,®'> 

conforme  à celle  de  la  même  quasi-valeur  dans 
les  équations  du  troisième  degré  qui  ont  deux 
racines  imaginaires,  quand  elle  correspond  à 
la  racine  réelle;  mais  dans  le  deuxième  exem- 
ple, la  même  quasi-valeur 

» = 0,767 
Je  w = 0,79 

- . . 1 « , . 1 

annonce  une  direction 

P,  > «"J  P,  > Æ TT, 

qu|. est  la  même  que  celle  qui  a lieu  quand  les 
racines  de  l’équation  sont  toutes  réelles  ; en 
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voiçi  la, raison  : Dans  la  Résolution  des  équa- 
tions du  troisième  degré , l’équation  indéter- 
minée 

r*  + P*  + Q — o 

. >•*'»  ■ • 

ne  contient  que  la  seule  inéquation 

* / •••:  Q<iF» 

et  quand  ses  deux  racines  sont  imaginaires, 
il  faut  absolument  que  l’on  ait 

Q > i P*. 

Mais  dans  ce  cas-ci , lorsque  l’équation  indé- 
terminée contient  deux  racines  imaginaires, 
on  n’à  pas  toujours  pour  cela 

on  peut  avoir  > 

Q <d  P*  : 

c’est  le  cas  où  le  radical  originel 

t/À*  — 3 K 
est  réel , alors  on  a 


P>”i  P<<? 

i , . , ■ ' ! * : I ' , ' 

comme  dans  les  équations  où  toutes  les  racines 
sont  réelles,  parce  que  c’est  de  cette  inéqua- 
tion que  les  quasi-valeurs  originelles  prennent 
leur  direction  ; dans  ce  cas , les  deux  racines 
imaginaires  de  l’équation  indéterminée  ne  pro- 
viennent pas  de  la  relation  des  deux  premiers 
coëfficiens  P et  Q,  mais  du  troisième  coeffi- 
cient R;  i ■ :I  6 i«(*  .»;•  .« 
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Au  reste,  je  ne  m’occuperai  plus  à déter- 
miner  les  differentes  relations  qui  font  varier 
la  direction  des  quasi-valeurs  ; elles  se  multi- 
plient à proportion  que  les  équations  sont  à 
un  degré  plus  élevé  : il  en  résulte  une  compli- 
cation qu’il  est  inutile  de  débrouiller.  On  voit 
que  la  résolution  des  équations  ne  dépend  pas 
de  la  connaissance  de  la  direction  des  quasi- 
valeurs,  le  résultat  de  la  concentration  l’ap- 
prend  toujours.  Le  signe  inégal  fj  suffit  pour 
les  différentes  opérations  du  calcul  des  iné- 
quations, dont  le  but  est  de  séparer  les  quasi- 
valeurs  des  racines.  La  détermination  des  si- 
gnes < ou  > n’appartient  qu’à  la  théorie  : on 
peut  parvenir  à son  but  sans  en  déterminer 
aucun. 

» . • • ' i * 

De  la  résolution  des  valeurs  de  x,  ou  deuxième 
méthode  de  solution  simple. 

l83.  Il  s’agit  maintenant  de  résoudre  l’équa- 
tion indéterminée 

x3  4-  P x*  + Q x R = o. 

Il  faut  commencer  par  observer  que  dans  la 
résolution  en  p,  j’ai  commencé  par  déterminer 
la  quasi-valeur  de  P par  la  relation  des  deux 
premiers  coëfficiens  A et  B;  j’ai  ensuite  déter- 
miné Q,  puis  R;  enfin  j’ai  complété  la  quasi- 
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valeur  de  p par  leur  détermination,  j’ai  suc- 
cessivement employé  les  quatre  équations  au- 
xiliaires, selon  leur  ordre,  r,  2,  3,  4*  Je  prends 
maintenant  une  direction  opposée,  et  j’opère 
sur  l’équation  indéterminée,  en  partant  de 
droite  à gauche.  Ces  deux  marches  opposées 
ont  été  suivies  dans  le  troisième  degré,  et  elles 
le  seront  dans  tous  les  autres. 


J’ai  d’abord 


d’où 


. D 

R’ 

_ • P 


Pour  avoir  la  quasi-valeur  de  Q,  je  prends 
d’abord  . >"• 

R r=  — , 

P '■■  '1 


d’où 


R = C-pQî 

C ! D 

p-q  ?=~r 


j’obtiens  l’équation 


•iir>  i. 


2Q  /.n»  n 1 


4Q‘ 


puis  avec  l’inéquation  p4  < j’ai 


a38 
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C TV^O  ‘ D 

e >dt  y r- 

* ; . ; .;..y  r -AM  i\  ■>’ 


4Q’  Q 


i.~  L» 


Je  ne  mets  pas  ici  le  double  signe  d’inéqua- 
tioû  avec  ïè  double  signe  additionnel  =b,  parce 
que  je  réforme  de  nouveau  le  quarrlc  pour 

faire  disparaître  le  radical  ; il  me  reste 

* ; *vl  > Int» 

C9  D , 

c*  — . <r"  •** — — : tut  a j.  • 

Q Q 

d’où  je  tire  enfin 

C?  — D 
Q>— TT- 

9 

En  exprimant  Q et  R en  fonctions  de  on 
aura  par  les  mêmes- opérations  . , 

C**_D  , C 

Q<  j » R<^TTi. 

•'  , .T-',  *‘r‘.  s.  K Î071.  J 

J’ai  donc,  en  fonctions  j En  fonctions  de  * ,b 
de  9 , 


P > * 


= > Ar,J  P < n = < A,. 


Q> 


C?  — D 


— > R'  f Q'< 


C?r — D 


= <B,. 


D 


= <C,. 

7T 

llùl)  I J ' ' » «•!  .î*.  .** 


R>? 

9 

J’ai  ensuite 

;P  > 4'  ’ 

puis,  avec  l’équation  indéterminée,^ 

x3  — Q — R 


P = — 


•“  ic*' 
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j’obtiens  . . , | < 

A'x‘<  — at3  — Qx  — R, 

puis 

^ AV — x5  — H 

Q< , 

et  avec  l’inéquatiort 

Q>B  , . . ( : 

j’ai 

B'x  < — x3  — AV  — R , 
puis  • ! 

R < — x3  — Aï*  — Bx , 

et  avec  l’inéquation  ( 

R>C', 

j’obtiens  enfin  l’inéquation  du  troisième  de- 
gré en  * , 

l84.  x3  + A'  x*  + B'  x + C'  < o. 


En  opérant  de,  même  avec  les  quasi -valeurs 
en  n,  j’aurai 

*54-A,x*  + B,ï+C,^>o. 

J’observerai  d’abord  que  la  première  de  ces 
deux  inéquations,  qui  est  en  4> , est  l’inéqua- 
tion aux  trois  quasi  —valeurs  des  trois  plus 
petites  racines  de  la  proposée;  chaque  coeffi- 
cient est  plus  petit  que  seraient  ceux  del’étfua* 
tion  à ces  trois  petites  racines  exactesi  Par  la 
même  raison , la  deuxième  inéquation  appar- 
tient aux  trois  plus  grandes  racines  de  la  pro- 
posée , les  coëfficiens  surpassent  en  valeia-r.ceu* 
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qu’aurait  l’équation  aux  trois  plus  grandes 
racines  exactes. 

Je  traite  ces  deux  inéquations  comme  deux 
équations , et  je  les  résous  comme  ci-dessus , 
mais  alors  j’emploie  le  signe  |j  . 

1 85.  La  première  en  $ donne  les  deux  iné- 
quations 

G' 

x + — ||  o, 

P 

C' 

x*  4-  n'*  -f  — |J  o ; : • 1 ' 

la  deuxième  en  n donne 

• • | • 4 . * ♦ 

c,  . 

**  + *,  x d |[  o , 

: ..  . .-i 

C, ,, 

ar*  + n,*  + — ||  o. 

*>  - 

La  première  de  ces  quatre  inéquations  cor- 
respond aux  deux  plus  petites  racines,  comme 

* 4 I 1 ^ « • 

on  l’a  déjà  vu,  de  l’inéquation 

a?3  + A'  a?4 , etc.  , < 

et  par  conséquent  aux  deux  £ltis  petites  racines, 
de  la  proposée.  Je  résous  ces  quatre  inéqua- 
tions, en  donnant  à leurs  quasi-valeurs  le  rang 
qui  leur  convient  dans  le  tableau  suivant,  qui 
présente  l’ensemble  des  opérations  qu’on  a 
déjà  faites.  - - s ..  .j. 
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(*>+AV 


186. 


[ X»-f-lfx4- 


. — n :«*— V 
)•»*— **'— 
— Ilfrf-V  *n’- 
.-II  jn'-tV  in-- 


jr*+Axi-4-  «te. 


Ix’+A.ar  • 


—iii*-^;*;- 

Il  in-V^n*— 
♦-iin,+t/  ;n;— 


[ xJ-4-$X-*- 


r+nt+-^< 


<■  On  voit  dans  ce  tableau  que  l’équation  pro- 
posée est  un  tronc  qui  se  ramifie  d’abord  en 
deux  branches,  la  supérieure  en  *,  l’inférieure 
en  n.  Cette  dernière  forme  la  branche  des 
quasi -valeurs  irréductibles,  comme  dans  le 
troisième  degré.  En  effet,  en  reprenant  les 
deux  inéquations  en  * et  en  n du  troisième 
degré,  qui  ont,  comme  ces  dernières,  la  di- 
rection 

• .•  ' . 1 

C 

X*  ■+•  *JC  + — < O, 

P 

C 

x*  + nx  q > 0, 

• 1 » ' » . 

16 
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les  coëfficiens  de  la  première  étant  inférieurs 
aux  vraies  valeurs  auxquelles  ils  correspon- 
dent , sont  contenus  dans  l’équation , et  leur 
limite  vers  l’accroissement  est  d 'être  égaux 
aux  valeurs  exactes,  ce  qui  a lieu  dans  les  équa- 
tions du  troisième  degré,  lorsqu’il  y a deux 
racines  égales , et  que  * correspond  à leur.. 
somme.  D’un  autre  coté,  1 inéquation 

: C 

x%  + nx  + — , 

nr 

— . * 

a ses  quasi-valeurs  imaginaires,  tant  que  ses 

coëfficiens  sont  trop  grands,  et  sont  par  con- 
séquent hors  de  l’équation.  La  limite  de  cette 
qualité  d’ètre  imaginaires  , est  lorsque  ces 
quasi- valeurs  expriment  exactement  les  deux 
racines,  comme  cela  a encore  lieu  lorsque  n 
exprime  la  somme  de  deux  racines  égales.  C’est 
donc  parce  que  les  coëffkiens  de  l’inéquation 
en  n sont  hors  de  l’équation  , quelles  sont 
imaginaires  et  irréductibles. 

La  même  chose  a lieu  pour  le  quatrième 
degré;  les  deux  inéquations  en  «d  et  en  n du 
troisième  degré , ont  le  même  rapport  entre 
elles  que  ces  deux-ci , les  coëfficiens  de  la  pre- 
mière, plus  petits  que  les  valeurs  vraies,  sont 
contenus  dans  l’équation,  et  les  coëfficiens  de 
la  deuxième  étant  trop  grands,  sont  en-dehors 
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de  toutes  ses  valeurs  ; par  conséquent  la  bran- 
che inférieure  du  tableau  qui  appartient  à 
l’inéquation  en  n est  une  branche  irréductible: 

Quant  à la  branche  réductible,  on  a vu  que 
la  petite  quasi-valeur  *,  était  la  plus  rappro- 
chée de  sa  racine;  il  en  est  de  même  ici,  et  pat 
la  meme  raison.  Ainsi  je  üe  m'occuperai  que 
de  la  première  racine,  ou  plutôt  de»  deux  li- 
mites  extrêmes,  comme  j’ai  fait  dans  le  troi-* 
sième  degré. 

En  les  exprimant  en  fonctions  des  coefficient 
A'  B'  C'  des  deux  inéquations  du  degré  infé- 


rieur, j aurai 


187.  ..-ii(V-vT 


V • Y 1 ' A — %y  A‘— 3B_  ■' 


Je  ne  ratoenerai  cette  formule  en  valeurs 
des  coéfficiens  de  la  proposée  , que  dans  lé* 
deuxième  mode  dévolution,  où  les  expressions 
sont  plus  simples.  En  exprimant  seulement  le 
premier  terme  A'  et  A,,  en  coéfficiens  de  la 
proposée,  j’ai  ! 


T A'  = i ( A- VT),  J A,  = J ( A .+  V7). 


On  voit  que  l’expréssion  des  quasi- valeurs 
est  composée,  i°.  de  la  partie  rationnelle  jÀ;- 
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et  on  peut  remarquer  que  pour  le  deuxième 
degré  la  partie  rationnelle  = j A , et  pour  le 
troisième  = j A ; pour  le  degré  suivant  elle 
sera  = | A,  et  ainsi  de  suite;  2°.  d’un  premier 
radical  simple  V~r-f  3°.  d’un  radical  composé 

VT  — 3 B',  que  j’appelle  radical  double,  parce 
qu’il  contient  une  fonction  du  radical  simple 
précédent,  et  que  j’exprime  généralement  par 
Vf  pour  la  branche  réductible,  et  VJ  pour  la 
branche  irréductible;  4° • du  grand  radical,  qui 
est  un  radical  triple , parce  qu’il  contient  une 
fonction  du  radical  double  VJ } je  l’exprime 
généralement  jm-  Vr'  et  VRf , etc. 

De  sorte  que  la  petite  racine  est  contenue 
entre  les  deux  limites 


>KA-3V/7 
I|  i(a—  KR') 


ï 


On  peut  remarquer  que  la  limite  extrême 
du  cas  irréductible,  qui  a la  forme 

‘v:  *4  fu ^(^+v?+VTt+VRtyf 

a tous  ses  radicaux  précédés  du  signe  + , tandis 
que  la  même  limite  de  x,  a tous  ses  radicaux 
précédés  du  signe  — . Si  toutes  les  racines 
étaient  positives,  le  coefficient  A serait  intrin- 
sèquement négatif  ; en  faisant  ressortir  son 
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signe,  on  aurait  la  même  quasi-valeur  que 
pour  x,  mais  elle  serait  positive. 

Ce  sont  les  différens  signes  dont  les  radi- 
caux sont  susceptibles,  qui  ont  déterminé  la 
ramification  des  racines , telle  qu’on  la  voit 
sur  le  tableau. 

On  peut  exprimer  la  marche  des  opérations 
à faire  par  le  tableau  suivant,  qu’on  peut  con- 
sidérer comme  une  formule  successive. 


188.  l/A’-5B...=V/r.: 

${A— l/r). . . 1=A' 

|(A— 3 V/  r)  ..=».. . =A— A' 
O— D 

♦’  

D 

» 


.=# 

•=C' 


t/A'— 3B'...=|/r. 
ftA'-l/r....=*\.:=A". 

.=#'  • .=A’— A r. 

£...* =B". 

* 

ou 

Il  • A'-V/iA^-^’*. 

Pour  réunir  les  deux  limites  de  la  première 
racine , on  a d’abord 

i(A  + |Z7)  = n, 
i(A-3V7)  = »i 

d’où  l’on  a la  formule 


> 


D 


189.  xx 


C— -(B— - • lJ7r)yr  * 
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Avant  4e  discuter  ce  qui  appartient  aux 
racines  imaginai^,  il  est  àpropps  d'appliquer 
ces  formules  à des  exemples  où  toutes  les  ra- 
cines sont  imaginaires  ; je  me  bornerai  à don- 
ner les  quasi-valeurs  des  deux  premières  ra- 
cines en  t'.  ; /;  ■! 

f(x+ i)(jc+»)(t+i)frr+3). *. 

,r‘  j x4-4-8x,-+.ï3x1-t-a8x-+-ia  = o J x.  — JJ  1,7646. 

:’am;  f (x-¥3)(x-H)(t+4)(x-»-6) .........  1 X— il  3,199a. 

* ( x4-*-i8xf-«-ii9X  ■4-lkQix-*SGo / ir, — jj  4,ioï3. 

f (xh-i)(x+3)(x+io)(x+io). ) *,  — |l°>9816- 

\ Xt-*-a3;t,,4-i6»x'«E3i4ox.H-aoo.-.. • ••  / »i— i|  a,3<86.' 
m ( (x-t-i)  (x+9)  (x-ntf)  (x-Haa). 1 1|  1,476a. 

* ( x4+32x'+349x’  + <3^8x-trio8o  . j **-r ,|J  5,4ia4. 

^ f (x+i)’(x+a)(x*3}..............  Ix.^Jlo^n. 

\ x4r*-7X,^-i7x’-M74-4-6  .Jinmio  / x,—  H 1,343- 

On  peut  remarquer  dans  ces  exemples,' 'que, 
i°.  les  deux  quasi-valeurs  *,  et  xa  ne  suivent  pas 
toujours  les  deux  directions  opposées  < et  >, 
parce  qu’elles  naissent  immédiatement  de  l ine- 

* > . * /!?*.,  ' ?,  ‘ i rî  \ »->  . • 

quation  f.  • 

x3  + A'  x * +‘ëtc.  •< o, 

v-!_t  j '•  ' 

au  lieu  que,  dans  le  troisième  degré , elles  nais- 
sent immédiatement'  d’une  équation.  Ainsi , 
dans  ce  cas,  il  y a des  quasi-vaîèurs  qui1  Sont 
en-deçà,  d’autres  au-delà;  mais  néanmoins  on 
voit  qu’elles  approchent  toutes  de  la  valeur  de 
la  racine,  et  la  limite  de  x est  celle  qui  s’en 
écarte  moins;  on  voit  que  dans  le  quatrième 
exemple  la  deuxième  quasi -valeur  est  assez 
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éloignée  de  sa  racine,  mais  elle  est  néanmoins 
distincte  de  la  première,  qui  est  bien  plus 
rapprochée. 

Maintenant  quand  il  y a des  racines  imagi- 
naires, la  première  quasi-valeur,  qui  a toujours 
la  forme  qui  lui  convient , doit  avoir  une 
expression  imaginaire,  quand  la  première  ra- 
cine l’est.  Mais  une  quasi -valeur  quelconque 
peut  avoir  une  expression  imaginaire,  à raison 
de  ses  trois  radicaux  VT,  VJ  et  ; d’abord 
s’il  n’y  a que  le  grand  radical  V R'  qui  soit 
imaginaire,  il  est  clair  qu’il  n’y  a que  les  deux 
quasi-valeurs  de  la  branche  en  <j>' , (A'" oyez  lé 
tableau  (i85)),  qui  puissent  appartenir  à la 
pafré  .de  racines  imaginaires  , parce  qu’il  n’y 
a que  ces  deux-là  qui  aient  la  même  quantité 
réelle  ; savoir  : : < 


En  deuxième  lieu  , si  VJ*  est  imginaire,  alors 
le  grand  radical  V R'  est  un  radical  doüljle  ima- 
ginaire , parce  qu’il  contient  une  fonction  de 
ou  plutôt  V — f'  I dans  ce  cas- jl  faudra 
décomposer  V/rR' , comme  ci-dessus,  par  la 

formule  ^ f de.  V — h (i36),  On  obtiendra  un 
résultat  de  la  formé  \^~rrrd=.  V — n.  Maintenant  * 
pour  former  la  paire  de  racines  imaginaires, 
il  faudra  prendre  une  quasi -valeur  dan6  la 
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branche  en  , où  l’on  a — , et  1 autre 

dans  la  branche  en  n'  où  l’on  a + VV  ( iôS); 
Si  VR'  par  sa  décomposition  a le  coefficient 
de  sa  partie  imaginaire  négatif  ; si  elle  donne 
\/  — n , on  aura  pour  la  paire  d’imagi- 
naires , 


ou  bien  -, 


y,  — \ lut  A—  — f'+v'*1-’1)’ 

or.—  V ||  i(A — V m)+ï{V^VV^n).. 

lll  > , r-  J 

Si,  au  contraire,  le  coefficient  de  V — ne  st 
positif,  la  paire  d’imaginaires  sera 


x,—  f ||  j(A  + V/"»)—  V — n), 

1,-1  II  i(A+V^oi)  + K l/-f' + /.-»)• 
Ce  n’est  que  par  ce  moyen  qu’on  obtiendra 
une  paire  de  racines  dont  la  partie  réelle  sera 
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égale,  et  la  partie  imaginaire  égale  avec  un 
signe  additionnel  opposé  dans  les  deux  racines. 

Dans  le  premier  de  ces  deux  cas  la  paire 
d’imaginaires  appartiendra  aux  deux  premières 
racines  , et  s’il  n’y  a que  deux  racines  imagi- 
naires , les  deux  dernières  seront  réelles. 

Dans  le  deuxième  cas  les  deux  racines 
moyennes  de  l’équation  seront  imaginaires , 
et  les  deux  extrêmes  seront  réelles. 

Enfin,  si  le  radical  originel  est  imaginaire  , 
ou  si  l’on  a (/  — r,  alors  il  faudra  que  l’une 
des  deux  imaginaires  appartienne  à la  branche 
réductible,  et  l’autre  à la  branche  irréductible 
pour  que  toutes  les  quantités  imaginaires  puis* 
sent  avoir  dans  les  deux  racines  un  signe  addi- 
tionnel contraire. 

Je  ne  m’étendrai  pas  davantage  dans  le  pre- 
mier mode  de  solution , sur  ce  qui  concerne  les 
racines  imaginaires.  C'est  dans  le  deuxième 
mode  de  solution  qu’on  apprendra  à distin- 
. guer  les  cas , i*.  où  toutes  les  racines  sont 
réelles  ; a",  où  il  y en  a deux  de  réèlles  et 
deux  d’imaginaires  ; 3°.  où  toutes  les  quatre 
sont  imaginaires.  Ce  que  l’on  vient  de  dire 
sert  de  base  pour  apprendre  à faire  cette  dis- 
tinction. 

Néanmoins  la  méthode  de  concentration 
suffît  avec  ce  qu’on  vient  de  dire  pour  résou- 
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dre  entièrement  une  équation  du  quatrième 
degré  , et  reconnaître  la  nature  de  ses  racines. 
Si  la  petite  racine  est  réelle  : car  on  peut,  par 
le  moyen  de  la  concentration  , la  connaître 
jusqu’au  dernier  terme  d’approximation  qu’on 
peut  lui  donner,  puis  la  séparer  de  l’équa- 
tion , et  résoudre  le  reste  par  la  méthode  du 
troisième  degré. 

igo.  Il  s’agit  de  faire  voir,  par  des  exemples, 
que  lorsqu’il  y a des  racines  imaginaires,  la 
première  quasi-valeur  a toujours  la  forme  qui 
lui  convient. 


. ! r , 


exempt,  (*,+to+.o)..=o  )*.- 1 

f(*4-2)(*+3)(x,-4-r4JW-5o).=ço  la:,—  (| 

jx4-+-»9x'-*-ia6x’-t-334x.3oo=ojx, — 


3 m f (*—  0C*+0(*’+I^+fe)-=°i*i  + 

(X4—  i4x,-*-5tX’ — ijx+50.  .=of  x, — 

{(x’-4-3x-+-4)  (*-*-t)  (x-t-4). . . =co  fx,— 
x4-*-8xi-+-a3x,-+-3aXf4-t6 . . .saôlx, 

r:  . 

5mf ( (*-+»)(x-»-a) (ar*4-i). i.a.usofi 

t*V*-3x’-+-3x'.4.3x+a. . ...  .«o  la:. 


|Jrne# 


{(x’-t-i4x-+-5o)  (x’-4-t)..  ,=o  fx, 

x4-M4x’-t-5ix'-*-i4x-+-5o,  .=o\x. 


i,o385. 

*,4t6g. 

2,041. 

3,53t. 

i,t3. 

•>  1 ' v. 

0,93. 

3,293. 

o,a  1 1 +o,956l/—  1 . 
i,552. 


0,13:1,08 1/—1. 


Les  trois  premiers  exemples  de  ce.  tableau 
ne  souffrent  aucune  difficulté;  on  voit  que  les 
deux  premières  quasi -valeurs  sont  réelles, 
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parce  que  les  raciues  auxquelles  elles  corres- 
pondent, sont  aussi  réelles.  < • 

Le  quatrième  et  le  cinquième  , qui  ne  con- 
tiennent également  que  deux  racines  imagi- 
naires , ont  le  radical  V~f'  imaginaire , ce  qui 
rend  Kr'  un  radical  double  imaginaire;  alors 
l’inéquation  abaissée 

x*  + A'  + + C'<o 


a son  radical  originel  imaginaire;  il  se  résout 
par  la  formule  ci-dessus  (170).  On  a pour  le 
premier  exemple , 

S C = 8,6354  = >o; 

* * t -» 

la  première  racine  est  donc  la  réelle , et  les 
deux  autres  imaginaires;  ainsi,  dans  ce  cas,  la 
première  et  la  dernière  racine  de  la  proposée 
sont  réelles,  et  les  deux  moyennes  imaginaires. 
Dans  le  cinquième  exemple,  on  a 

= 7,75  = <o;:. 

la  petite  racine  est  donc  imaginaire,  et  par 
conséquent  la  paire  de  racines  imaginaires 
appartient  aux  deux  premières  racines  de 
l'équation.  Ainsi,  dans  ce  cinquième  exemple, 
les  deux  premières  quasi-valeurs  ont  encore 
forme  qui  leur  convient.  On  Voit  encore, 
. dans  ce  dernier  exemple,  qne  le  rang  que 
.tiennent  les  racines  d’une  équation,  est  dé- 


f 
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terminé  par  leur  partie  réelle,  quand  elles  sont 
imaginaires.  Ici  la  partie  réelle  des  deux  ra- 
cines du  facteur 

#*  + i=o 

est  nulle,  voilà  pourquoi  elles  appartiennent 
aux  deux  premières  racines  de  l’équation. 

Dans  le  sixième  exemple,  les  quatre  racines 
de  la  proposée  sont  imaginaires  : les  deux  pre- 
mières quasi-valeurs  ont  encore  la  forme  qui 
leur  convient.  Les  deux  autres  quasi-valeurs 
de  la  branche  réductible  ont  la  forme  réelle, 

r ' 

parce  qu’elles  sont  les  quasi-valeurs  irréduc* 
tibles  propres  à l’inéquation  abaissée 

x 3 •+•  A'  x*  4-  etc. 

On  voit  de  cette  manière  qu’en  décompo- 
sant une  équation  d’un  degré  quelconque  en 
deux  autres,  dont  l’une  (x  + p)  est  simple,  et 
l’autre  a un  degré  de  moins  que  la  proposée; 
cette  dernière , par  sa  décomposition  succes- 
sive , contient  une  suite  de  valeurs  irréduc- 
tibles , telle  qu’il  ne  resté  que  la  première  ra- 
cine qui  ait  une  quasi-valeur  dont  on  doive 
s’occuper,  et  que  j’appelle  quasi -valeur  de 
solution. 

Lorsque  le  radical  originel  de  l’équation  Vr 
est  imaginaire,  le  cas  irréductible  n’a  plus  lieu  : 
on  l’a  déjà  vu  dans  le  troisième  degré;  il  en 
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est  de  même  dans  le  quatrième,  et  ainsi  des 
autres.  En  voici  la  raison  : Quand  tous  les  ra- 
dicaux sont  réels,  leurs  valeurs,  par  les  diffé- 
rentes opérations  du  calcul , produisent  une 
convergence  vers  la  petite  racine  d’où  résulte 
une  divergence  vers  la  grande.  Mais  quand  ils 
sont  imaginaires  leur  valeur  ne  se  mêle  pas 
avec  les  quantités  réelles  comme  dans  le  pre- 
mier cas  , il  faut  une  opération  particulière 
pour  dégager  les  quantités  réelles  qui  sont  em- 
barrassées dans  les  radicaux  imaginaires.  Cette 
opération  est  trop  compliquée  pour  le  pre- 
mier mode  de  solution , je  la  réserve  pour  le 
deuxième. 

Quoique  ce  cas  paraisse  exiger  plus  de  cal- 
cul , il  est  réellement  le  plus  simple  : il  suffit 
de  concentrer  immédiatement  la  quasi-valeur 
4 = ïA.  Si  l’équation  contient  deux  racines 
réelles , on  tombera  nécessairement  dans  une 
série  de  concentrations  qui  convergera  vers  la 
première  ou  la  troisième  racine , selon  que  les 
deux  imaginaires  appartiendront  à la  deuxième 
ou  à la  première  paire  des  racines  de  l’équation. 
Soit  par  exemple  l’équation 

x4  + 3a;3  -h  12*'  -f  3oor  -}-  ao  = o, 
dont  les  facteurs  sont 

(**+  ïo)(x+  »)(*±2)> 
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et  dont  le  radical  originel  est  imaginaire 
j’ai 

4 = 0^5  ; 

en  le  concentrant,  j’ai 

k 4 = 0,898.  , i 

£'4  = o,g56. 

Il  est  inutile  de  prolonger  la  série , on  voit 
que  ces  termes  sont  convergens,  parce  que  le 
deuxième  pas  de  concentration  est  plus  petit 
que  le  premier  : dans  ce  cas- ci  la  convergence 
est  vers  la  troisième  racine  x — — 1 , car  les 
deux  premières  racines  sont  x~o  pour  la 
partie  réelle. 

Soit  cet  autre  exemple 

XX  + 8 X3  + 29  + 62  X + 40  ==  O , 

dont  les  facteurs  sont 

(*s  + 3ac+  io)(x  + i)(*  + 4); 
en  concentrant  4 » j’ai 

4 — = s. 

k 4 = Ï ,43. 

k'  4 = I,l8. 

On  voit  que  dans  ce  cas  la  série  converge 
vers  la  première  racine  qui  est  réelle  = 1 . 
Soit  encore  l’équation 

x*  + 3 x3  -J-  5#“  + 5x  + a = o , 
dont  les  facteurs  sont 

(*•*+*  + a)(*+  i)*  = o, 
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et  qui  contient  par  conséquent  deux  racines 
égales  et  deux  imaginaires;  comme  ona/ — r, 
je  concentre  la  quasi- valeur  4 = ^A,  et  j’ai 

4 = 0,75. 

H = 0,794. 

*'4  =±  o,8a5. 

Dans  ce  cas  la  première  des  deox  racines 
égales  est  la  troisième  de  l’équation , et  comme 
la  quasi-valeur  4 est  plus  petite , la  concen- 
tration mène  à sa  valeur  ; ainsi  on  rencontre 
encore  dans  ce  cas  une  série  de  concentrations 
convergente. 

Mais  soit  maintenant  cet  autre  exemple  : 
x*  + 6x3  + igx * + 24*  + 10  = 0, 
dont  les  facteurs  sont 

(x‘  + 4*+  io)(*+  1)*, 

* . t * . t 

et  qui  contient,  comme  dans  le  premier  cas , 
deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires  ; en 
concentrant  4 , j’ai 


4 = 

iA  = 

1,5. 

fc  • t 

• • • - 

1,7778. 

*'  4.. 

* • • — 52 

■'  2,7778. 

k"  4 . . 

• • • — — 

— 3,4$. 

*"'4  . . 

• • • — 

a,o8. 

*"'4  . . 

• • • 1— 

0,44- 

4 • • 

• . t 

o,85. 
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Dans  celte  suite  de  termes  on  voit  d’abord 
que  les  trois  premiers  forment  une  série  régu- 
lière de  concentration  , mais  qui  est  diver- 
gente ; cela  vient  de  ce  que  la  quasi-valeur  4 , 
étant  plus  grande  que  chacune  des  deux  ra- 
cines égales,  a dépassé  leur  valeur  et  converge 
vers  la  troisième  racine , comme  on  l’a  déjà  vu. 

La  série  de  concentration  , dans  le  terme 
suivant  Ar"4  , fait  en  quelque  sorte  un  saut 
occasionné  par  la  rencontre  des  deux  racines 
imaginaires  , qui  la  fait  diverger  en  rétrogra- 
dant au-delà  de  toutes  les  valeurs  de  l’équa- 
tion. Elle  revient  ensuite,  dans  les  termes  sui- 
vans  , former  une  série  régulière  et  conver- 
gente de  concentration  vers  la  petite  racine;  de 
sorte  que  l’on  a 

(>o,83. 

^ (<i,5. 

Pour  faire  converger  la  concentration  de  la  li- 
mite i,5,  je  m’y  prends  de  cette  manière  : 
Le  terme  suivankétant 

* 4 = ?*7778  » 

je  le  fais  d’abord  = i,8 , puis  j’observe  que  le 
pas  de  concentration  en  divergeant  =o,3,  je  le 
rends  convergent  en  retranchant  ce  nombre  de 
la  limite  i,5  ; j’ai  donc 

r j*4  = i,a, 
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d’où  ) .oiïùens , en  concentrant  à l'ordinaire , 

*'4  =' 1,2844, 11  ' «*>b 

je  n’ai  donc  pas  frapetii  la  Valeur  puisque  je 
m’éloigne  ; je  retranche  t,;i  le  paa  de  qop^, 
centration  qui  est  o,o3^^  eV  j’ai  ; 

k'  4 = 1,066  , 

’iT  [ , +•  »i  • ..  1 1 fi  r ■ r:«  n i 

je  concentre  eucorg  , j’ai  , 

K ^ JbÎB? s 

en  rétrogradant . ! 1 = r ^ 

*"4t=t,i45', 

le  pas  de  concentration  étant  o,oai.  Je  con- 
centre à présent  l’autre  limite  o,83 , et  j’ob- 
tiens 

‘ ’ ' 8 P,  > o,845, 

le  pas  convergent 

! ! I i . . ) . ’ 

= 0,013  ; 

je  joins  .ces  deux  limites  opposées 
P. 


» . ; : ■ . > 

'.'J.-.; 
-1!  Ofir.;> 


f > 0,846, 
N|0<:i,i45v 


S 2VI) 
i< 


et  j’en  prends  la  moitié  qui  me  donne 

n • • 1 -w.-.f 

Pt  II  0.99  ; 

en  concentrant  de  nouveau,. je  verrai  si  je  suis 
en-deçà  ou  au-delà  de  la  racine.  Par  ce  moyen 
on  peut  concentrer  les  racines  égales  en  nom- 
bre pair  comme  les  autres. 

17 
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Soit  enfin  l’équation  qui  ne  contient  que 
des  racines  imaginaires, 

je4  + 3*3  •+-  9«*  + 9sr+  10  ssio'y  ■■  - 
dont  les  facteurs  sont  *•  ■ 

en  concentrant  4,  j’ai 

, ii»  .»)  • «\  ■ iv  . . 

4 = o,j5. 

k 4 — 2,84. 
h 4 = i,3i. 
k'  4 = 10,9. 

k"  4 = 0,06. 

4 = 1,25. 
k"  4 = 7,3. 

On  voit  que  cette  série  de  concentration  est 
alternative  et  divergente  : on  ne  rencontre 
aucune  trace  de  série  régulière;  d’où  il  faut 
conclure  que  les  quatre  racines  de  l’équation 
sont  imaginaires.  Sa  propriété  d’être  alterna- 
tive me  fait  conclure  que  la  partie  réelle  d’une 
des  racines  est  entre  4 et  Æ 4;  je  les  concentre 
par  compensation;  j’ai  d’abord  pour  la  quasi- 
valeur  moyenne 


Jt 
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par  ce  moyen  j’obtiens  une  série  de  concen- 
tration convergente  jusqu  à p"''=  o,585,  parce 
que 1,89  surpasse  le  premier  terme  i,8; 
c’est  donc  à n“'  que  la  série  de  fconcentration 
finit  sa  convergence.  Je  ne  puis  donc  avoir 
pour  la  partie  rationnelle  de  cette  racine,  que 
la  quasi-valeur  .r  = — — 0,585,  tandis  que  la 
vraie  valeur  est  x = — o,5.  Ainsi  ce  mode  de 
concentration  ne  peut  pas  conduire  aux  va- 
leurs exactes  de  la  partie  réelle  des  racines 
imaginaires.  ; ; : i 

Au  reste,  les  racines  imaginaires  qui  se  trou- 
vent dans  une  équation , formant  toujours  des 
facteurs  doubles  dont  tous  les  termes  sont 
réels,  on  voit  que  pour  les  résoudre  il  faut 
décomposer  l’équation  en  facteurs  du  deu- 
xième degré.  C’est  à quoi  l’on  parvient  encore 
par  le  calcul  des  inéquations , comme  on  le 
verra  ci-après.  Auparavant,  il  est  nécessaire 
de  continuer  le  développement  des  méthodes 
qui  appartiennent  à la  décomposition  des  équa- 
tions en  facteurs  simples. 
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DEUXIÈME  SECTION. 

Deuxième  mode  de  solution  , ou  mode  de  sa  - 
lution  double. 

t r • **•,.,  1 :*•  • 

191.  Dans  le  mode  précédent  j’ai  considéré 
toutes  les  racines  du  même  signe , et  je.  les  ai 
supposées  toutes  négatives  : dans  ce  mode^ci  les 
racines  de  l’équation  peuvent  avoir  des  signes 
différens , les  unes  positifs , et  les  autres  néga- 
tifs ; car  le  principe  de  ce  mode  est  de  trans- 
former la  proposée  en  deux  autres  équations , 
dont  les  racines  sont  toutes  positives  , comme 
on  l’a  déjà  vu  dans  la  résolution  des  équations 
du  troisième  degré. 

Je  reprends  donc  les  deux  quasi  - valeurs 
originelles p’>‘*  et  p < <p  , qui  conviennent  à 
toute  espèce  d’équation  du  quatrième  degré, 
quel  que  soit  le  signe  de  leur  racine , et  je  fais 
comme  ci-dessus  : * 

x = — (w  -(-  z)  et  x = — • ( <p  — z); 

en  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée , 
j’ai 

rfq-4®-  1 *3-j-6w*  1 z2-)- 4®^  j a-f-w*  j 
— AJ  — 3 Aa-  > — 3A*ra  ( — A w3  / 

-f-  B J -f-aBw  ^ -f-Bwa  > = o, 

— C j — O j 

+D  J 
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3'4-40  jz'3+6<p>  \ 

+ AJ  — 3A<f  +3A^*I  —A  <P3I 

+ B — aB<f  [ +B4»*>=o. 

+ C J -C* 

+D  J 

Comme  ces  deux  équations  doivent  avoir 
toutes  leurs  racines  positives  , je  fais  immédia- 
tement la  première  pour  » , 

. z4 — az3  + bz*  — c?  + d = o; 

la  deuxième  pour  p , 

z'4 — a z 13  + bz’*  — yz'  + 1 = o. 
J’exprime  les  deux  premiers  coëfficiens  par  les 
deux  mêmes  lettres,  parce  qu’ils  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  équations,  comme  on  l’a  déjà 
vu  et  comme  on  va  le  voir  ; car  en  substituant 
les  valeurs  des  coëfficiens  en  valèurs  de  coëffi- 
ciens de  la  proposée  , j’ai 

I92;fa=3  l/ A* — JB. = lV~r  J pour  *r 

,0"  (b=  3 ( A*  — ’ B) *=3r  jet 

e (c=^[2.9rV^(_2A3+8AB_i6(J)]=^(2.9rV^-54C). 
30,(v=^[a.9rV7;(-aA3+8AB-i6C)]=iT(3.9rl/7+54C). 

J’appelle  <ÿ4C  la  relation  rationnelle  des  trois 
premiers  coëfficiens  jusqu’à  C , savoir  : 

— aA3  + 8 AB — 16C, 


et  je  me  sers  de  la  notation  iS^C  pour  exprimer 
que  c’est  la  relation  des  trois  premiers  qui 
appartiennent  au  quatrième  degré. 
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En  décomposant  cette  relation  , on  a 
— ïA’  + ^AB-^  i6Ci= — 3A(A* — *B)-f-(A* — i6C); 

or  A1 — i6C  est  la- relation  de  A à C qui  est 
telle  que  cette  expression  est  = o , quand 
toutes  les  racines  sont  égales  , comme  l’autre 
relation  Aa — £B.  Ainsi  «S^C  exprime  la  diffé- 
rence des  deux  relations  de  A à B et  de  A à C. 


— 3A4  + 4*ASB — 43AC  + 44D  + 3 V , 

— 3.4(  — aA3  + 8AB  — i6C)^~rt 


je  l’exprime  ainsi  : 
d = ^(i?D+-3V  — 
puis 

+ 3V  + 3.4S4Cv^. 

J’appelle  ÆD  la  relation  rationnelle  de  tous 
les  coèfficiens  de  la  proposée  : elle  est  l’expres- 
sion du  dernier  terme 

« 

<sr3  — A ta* , etc.  et  <p3  — A <p* , etc. , 

lorsqu’on  fait  ^r  — o.  lî  eu  est  de  même  de 
SAC  pour  le  terme  précédent. 

En  décomposant  «JD  en  ses  élémens , on  a 

SD= — 6A\A  *—  |B)  + 4A(  A*  - 1 6C) — (A<—  44D)  ; 


c’est-à-dire  que  ÆD  exprime  les  relations  de  A 
à B,  de  A à C , de  A à D , qui  sont  encore  telles 
que  toutes  sont  = o , quand  toutes  les  racines 
sont  égales.  Cette  loi  est  remarquable. 
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En  réunissant  les  différentes  expressions. des 
coéfficiens , on  a l’équation  générale  de  com- 
plément. 

193.  z\ 

— z3x3V/7. 

+ z*  x 3 r. 

— z x 7T(a.9r|/r=p*S’4C). 

+ 1 x -^(‘S'D  + 33rt=fz3.4SiCyrr). 

m 

On  peut  exprimer  généralement  cette  équa- 
tion par  celle-ci  toute  seule  : 

xi  — aï3  + bx*  — c*4-d  = o. 

Toutes  les  fois  que  je  la  considérerai  ainsi  gé- 
néralement,les  lettres  c et  d auront  une  valeur 
double. 

Je  résous  cette  équation  indépendamment 
des  signe  négatifs  , comme  j’ai  fait  pour  le  * 
troisième  degré  (ia4)  ; j’aurai  par  conséquent 
les  mêmes  formules,  et  le  même  ordre  de  ra- 
cines que  pour  la  résolution  des  équations  aux 
racines  négatives  ; j’ai  donc  d’abord 

194.  a*  — |b...  = \/A* — |B  = l /r. 

AP<i(a+V7)....  =<3Vrr....=<in. 

• — >° —>*.«• 

aP>A(b  — V~r)  . • , — > jV^rT.  a*. 

+ ==<*?• 
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Pour  compléter* : la  jireiflièrè  qüâsi- valeur 
originelle  a & , qui  ést  toujours  la  plus  petite 
en  nombre,  puisqu’elle  est  = o , on  a la  for- 
mule • 

d 

*P,  > 


c — (b — An  Au)  A'»’)  ’ 
d <>* 


- et 


qui  se  réduit  à 

'■  /.(>{.. y : • - c y 

* • 

-on  a donc  , pour  quasi-valeur  complète  des 
deux  complémens  de  & et  de  9 , 

r tÿQ  +-337;*=p3.4<S,4C^/r 

19«5*  & P 1 77;  ~ ■ / — ~n~p  > 

44(a.9;rrq^^L 

et  pour  concentrer  cette  double  quasi-valeur  , 

on  a la  formule  - 

a d : 

*9  * ^P'  ''>  c — ^ — jt(An  . Au))Â-A,u 

• Pour  résoudre  les  valeurs  de  z >,  je  ramifie 
l’équation  comme  ci-dessus  (186) -,  et  je  ne 
prends  que  la  branche  réductible  , j’ai  d’abord 
pour  résoudre  l’équation  indéterminée  , 

Z3  — A P Z1  •+■  A Qz  — A R =0. 

AP>A<I> ... . .=>i  V~r ••••••  •==>»'• 

cA<f — -d  i /3<.5r*— ro^3.454CV/T\_^v 


AQ> 


Ar  ‘ 9-43\ 


’ d 1 /3V+5D^3.4^4CVC\ 

^6.4^  Vr  <:  / 
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Et  pour  résoudre  maintenant  la  double  iné- 
quation 

z3  — a ' z*  -j-  h' z,  — c'  < o , 
on  a d’abord 

\y/  | /— 

34V  ~=  f> 

AP<An'. . . = <ÿ(a'  + ^7. . . — <y~r+\Vrf. 

a p,> W. . . = >y(a'— 2V/7)t.=>jV/r—  fVT. 
a P > a *' . . . = > f (a'—  V7) . . . = > V7—  | VJ. 

..=  <ÿ(a,+2V/f).  .=<jV^+||/£ 

Et  par  conséquent  on  a pour  la  première  quasi- 
valeur  de  z,  comme  dans  la  résolution  du  troi- 
sième degré, 

*.<**•'— î|/  A4,,‘— 

AÇ  * 

et  en  mettant  les  valeurs  ; 


\Av»— 3b' = 


33r*-f-5D=p3 ,4.S4Ct/ 

4VK3V/r+4p'  «) 


Je  sépare  maintenant  les  deux  complémens  de 
■a-  et  de  <p , et  je  réunis  à ces  quasi- valeurs  celles 
de  k Av , en  appelant  / , le  radical 


V/  33 r*  4-  SD  + 3.4^01/7, 
et  f,  l’autre  radical 

V 3V  + «JD — VT,  on  a 
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J 


. 5V-4-JD — 3^45,0^/ r =>*A*. 


' 


*<a-9  rV  r—S^C) 
Vr 


I 

r'  3.4'r 


s{A*'. 


* . . ni  "•'. 


3V-4-JO-4-3.4J4C|/> 
yit.Qrl/?—  StC) 

-:i/> 


; Tl^  3.4'r  1 ’l 


..  =>4A,4r. 

v 

'>  ■ ^Y'  • . 

..  *jiV: 


i, 


it&isu-û 


4-  *SD  -f-  3 . 4 *^4^  r 


V r+t>V  t) 


A*"— 


A# 


Cette  double  formule  présente  la  marche 
des  opérations  à faire  pour  parvenir  à la  for- 
mule simple. 


On  voit  que  pour  obtenir  les  quasi- valeurs 
de  z , et  de  z,  , il  n’est  pas  nécessaire  de  for- 
mer la  double  équation  en  z , il  suffit  de  con- 
naître les  valeurs  de  r ou  i?4B  , de  »y4C  et  de 
*9D  , qui  expriment  les  relations  des  coëffi- 
eiens  de  la  proposée.  La  formule  ne  renferme 
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que  ces  trois  expressions  diversement  com- 
binées. 

Ce  n’est  que  pour  la  concentration  qu'il  est 
nécessaire  de  former  l’équation  en  z , parce 
que  c’est  avec  les  coéfficiens  a,  b,  c,  d , qu’on 
effectue  les  différens  degrés  de  concentration. 

Ces  deux  limites  étant  chacune  la  petite 
quasi-valeur  d’une  équation  du  quatrième  de- 
gré , ont  toujours  la  forme  qui  leur  convient, 
si  elles  sont  toutes  deux  réelles  , ou  si  une 
seule  est  réelle , on  la  concentre  et  on  abaisse 
la  proposée  au  troisième  degré , et  quand  ces 
limites  sont  imaginaires,  on  parvient  par  ces 
formules  à distinguer  et  à séparer  les  racines 
réelles  lorsqu’il  s’en  trouve  dans  l’équation  , 
comme  on  le  verra. 

198.  En  substituant  ces  deux  limites  dans 
les  équations 

• x = — ('»  + *), 

X — —z), 

on  a la  formule 

Î1A » -JA. 

— iV'r. =— %V~r' 

_ ■ I f 3'r’-t-.SD-t-3.4  •Ï4CW'  r , 

y 3. 41  r Trr’ 

I /7~,  .y-.x.  /3'r’-bSD-3.4S.C\/r\ 

-\S  W r-\Vl)  4 vKHé*-**'?)  / 
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{A = {A. 

■\V~r =-iV~r- 

=+il/- 

■ y (ï'r'+SXi+ï.t>S£.\/~r\  /- 


Cette  formule  servira  pour  la  résolution  des 
équations  à plusieurs  variables.  On  voit  qu’elle 
est  formée  d’une  manière  analogue  aux  for- 
mules des  degrés  précédens.  Sa  partie  ration- 
nelle est  =^A.  Dans  le  troisième  degré  elle 
est  = jA , et  dans  le  deuxième  elle  est  =7 A. 
Elle  renferme  ensuite  trois  différens  radicaux , 
dont  le  deuxième  est  une  fonction  du  pre- 
mier, et  le  troisième  une  fonction  des  deux 
premiers.  Ce  sont  les  valeurs  de  ces  radicaux 
qui  déterminent  l’inégalité  des  racines,  et  leur 
valeur  est  telle  que  non -seulement  ils  sont 
= o , quand  toutes  les  racines  sont  égales  , 
mais  ils  sont  composés  d’élémens  qui  sont 
'tous  séparément  égaux  à zéro. 

Avant  de  développer  ce  qui  concerne  les 
racines  imaginaires  , il  est  nécessaire  d’appli- 
quer ce  qu’on  vient  de  dire  à des  exemples, 
et  je  me  bornerai  à la  résolution  de  l’équa- 
tion > 

■ *4  + 2ar3 — jx 1 — 8*+  12  = 0, 
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dont  les  racines  de  différens  signes  sont  : 
(x—2)(x—i  )(*+  a)(*  + 3)ï'. 
j’ai  d’abord  * 


P'r 

* • ■ ■ ■ 

1 4t7b095.  1 > • 

P<n.. . 

. =< 

5,07071.  1:1 

- ■ 

. =>  ■ 

— 3,07071  == < 3,07071. 

P>*... 

• î>  r 

— a, 07071;=;— < 2,07071. 

P\<  ?••• 

' = < 

4,07071»  ; • i;  . 1 , 

Puis  j’ai 

r G 

T ••  J 

r 1 . ' .»  ! 

SC  o., 
,«£D  ==’36oo. 


^a  valeur  4e  éMut^=  o , fait^ue a?». iv 
c = ^,d  = <P,  i-i»  ntnr.’l 
et  les  deux  valeurs  de  et  P'f  p sohÉ  léSs 
mêmes,  et  par  la  mente  raison  z = s:V  Ainsi 
l’équation  en  z,  est  simple,  on  a ; 

c=  iai,4o4a3j  , . • 

d = 68, a5.  . • i •; 


On  a ensuite  pour  les  deux  limites  opposées 

de  z , » '*<  •*;!  • .■  ’i  .. 

. . ,/a  i ; — ^>o,56a3.  (197) 

*' — \/ A4>'* — <1,1  ia336. 

Pour  concentrer  la  limite  supérieure , 

je  fais  h A v — 0,6  1 i'  - b 

a différence  0,2018. 
j ai. . . k a v — o,8oi8)jii.  .1 
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Pour  concentrer  la  quasi- valeur  de  z,  = £ , 


je  fai,  5=  M | diffi 
j au.  A§=  1,09100) 


différence  0,00897  ; 

» v»«<  J 

je  faisensuite  £=  1 ) ,.rr,  •-  '•  0 0 

,,  „ >diilerence  0,02020. 

J 31m  ••••••  • I jOüiîuJ 

Dans  ce  dernier  cas  j’Æ  pris  line  valeur  trop 
petite  puisque  la  concentration  augmente  la 
valeur  1 , supposée  à ?,  j’ai  donc’ 

z f <V’ 

1 

mais  on  voit  par  les  deux  différences  que  la 
vraie  valetir  est  plus  près  de  î,ï  que  de  1 de 
l’autre  côté.  ■ ■ , 

3é  fais  | c=  i.o7 
j’ai/.  = 1,070288. 

La  différence  étant  très-petite , je  m’arrête  là , 
et  comme  la  concentration  va  en  croissant , je 
dois  faire 

z,  = 1,0703; 

en  appliquant  cette  valeur  aux  deux  équations 
x=  — ( x ) , . 
x = — ( P — z)  , 

j’ai  i:  • - 

Xt  = 2,00001  , 

X^~  3,0000  I, 

On  voit  comment,  par  ce  second  mode  de 
solution , on  parvient  à concentrer  les  deux 


. t » r , 

\ différence  0,000288, 

>88 J - < r'  , ■" 
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quasi  - valeurs  extrêmes  d’une  équation  qui 
n’est  pas  susceptible  de  concentration  par  le 
premier  mode  de  solution. 

199.  Lorsque  l'équation  contient  des  racines  De*  ra- 
imaginaires  , il  faut  distinguer  d’abord  deuXg1°^r^“<' 
cas,  i°.  lorsqu’il  y a deux  racines  réelles; 
a°.  lorsque  toutes  les  racines  sont  imaginaires, 
je  considère  d’abord  le  premier  cas. 

Il  finit  remarquer  qile  quand  les  racines  Sont 
toutes  réelles,  tous  les  radicaux  qui  èntrent 
dans  les  formules  qu’on  vient  d’exposer  doivent 
être  réels,  car  elles  n’expriment  que  les  quasi- 
valeurs  réductibles  de  z et  de  z . Mais  lorsqu’il 
y a deux  racines  imaginaires,  alors  il  faut  que 
quelques-uns  de  ces  radicaux  soient  imagi- 
naires; ils  peuvent  l’être  tous  les  trois.  Pour  dé- 
velopper ces  différens  cas,  je  forme  le  tableau 
suivant  de  la  ramification  des  quasi-valeurs  de 
z et  z'  : 
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200. 


TftAIÎt  É t,  É ifrt  N T A 1 R k 

• 1.  n • 1 ' Brauclic.  "Béjénd. 

î*m  «J*-  m\Cr-\  Vhs  y*)~  • 1*  n-.- 

U.  11  c ; Yr ’t:  > Y,«. * * VKhxfi  • .■ *r 


• « 1 . 1 . 

v Branche  irréductible. 

. , 

( Branche  irréductible. 


•t  ii  m 


li  >: 


;n;o 


1 .1 j;-  ! ■ iii  1 t-vlt'I 


1 ft  1 

ilîfjT. 


* wtei2' 11  (::  \x* 


•'JJ  J J . .,  <■'/  >,<l  - ! » 1 • 1 I OJ  ’•> 

Ce  tableau  présente  1^  maniéré  dont  les 
quasi-valeurs  réductibles  de  z et  z s'appliquent 
aux  valeurs  de  x : en  partant  des  deux  extré- 
mités de  l’équation,  elles prennentleur  accrois- 
sement en  sens  contraire,  et  vont  s’appliquer, 
celles  de  z , sur  les  trois  premières  ra, cinés  , et 
celles  de  z sur  les  trois  dernières  ; de,  sorte 
qu’elles  sont  superposées  dans  les  racines  inter- 
médiaires. Il  n’y  a dans  les  équations , dont  les 
racines  sont  toutes  réelles,  que  les  deux  quasi- 
valeurs  extrêmes  et  non  superposées  , dont  on 
fait  usage. 

Supposons  maintenant  que  seul  soit  ima- 
ginaire , alors  la  paire  de  racines  imaginaires 
ne  peut  appartenir  qu’aux  deux  premières 
branches  de  z,  savoir  : àzt  et  z% . Ces  deux  quasi- 
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valeurs  ont  leur  partie  réelle  égale , ainsi  que 
la  partie  imaginaire,  mais  avec  un  signe  con- 
traire. De  sorte  que  les  deux  petites  racines  de 
l’équation  sont  imaginaires,  et  les  deux  autres 
réelles. 

Si  c’était  V^,  qui  fût  imaginaire , la  paire 
de  racines  imaginaires  appartiendrait  aux 
deux  quasi  - valeurs  de  z'  et  z t par  la  même 
raison , alors  les  deux  petites  racines  de  l’équa- 
tion seraient  réelles,  et  les  deux  grandes  ima- 
ginaires. 

Enfin  si  les  deux  grands  radicaux  étaient 
imaginaires,  les  quatre  racines  de  l'équation 
seraient  imaginaires. 

Maintenant  supposons  y?  imaginaire  , le 
dernier  radical  V'it,  qui  est  une  fonction  de 
ce  radical , serait  un  radical  imaginaire  com- 
posé. Il  faudrait  le  décomposer  par  la  formule 

dans  laquelle  le  premier  radical  est  nécessaire- 
ment réel,  et  le  second  un  radical  imaginaire 
simple.  Alors  si  ce  radical  est  du  même  signe 
que  l/f',  ce  qui  a lieu  quand  racine  V\  est  de 

la  forme 

yf  a + V — b , 

la  première  branche  appartient  à une  des  deux 
racines  imaginaires  , et  la  deuxième  racine 

18 
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imaginaire  appartient  à la  troisième  branche , 
parce  que , dans  cette  branche , V'r'  ne  différé 
de  \/R  que  parce  qu’il  contient  le  radica  f 
avec  un  signe  contraire  à celui  qu’il  a dans 
V'R  ; il  suit  de  là  que  est  de  ^orme 

a — V — b. 


et  par  conséquent  sa  partie  réelle  est  négative, 
et  sa  partie  imaginaire  positive  ; il  en  résulte 
une  deuxième  quasi  - valeur  qui  a sa  partie 
réelle  égale  à celle  de  la  première  branche  , 
et  tous  ses  radicaux  imaginaires  positifs  , tan- 
dis que  ceux  de  la  première  branche  sont  tous 
négatifs.  Ces  deux  branches  forment  donc  la 
branche  de  racines  imaginaires  ; c’est-à-dire 
que  l’équation  a ses  deux  premières  racines 
imaginaires. 

Si  le  radical  j/R  était  de  la  forme 


l 


le  radical  imaginaire  simple,  qui  en  ressor- 
tirait par  sa  décomposition  , se  trouverait  po- 
sitif dans  la  première  branche,  et  par  consé- 
quent d’un  signe  contraire  à Vf.  Ce  n’est  que 
dans  la  deuxième  branche  que  les  deux  radi- 
caux imaginaires  sont  négatifs  , elle  appar- 
tient donc  à l’une  des  deux  racines  imagi- 
naires , et  c’est  la  quatrième  branche  qui  forme 
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îa  deuxième , parce  que  Kà'  étant  alors  de  la 
forme 

v"  a. +T’rr?7 

le  radical  imaginaire  simple  que  sa  de-compo- 
te1011 fournit  es.  positif  comme  V?,  « ce,te 
ranche  a tout  ce  qui  convient  pour  faire  une 
paire  d imaginaires  avec  la  deuxième.  Dans  ce 
cas  la  première  et  la  dernière  racine  de  1 équa- 
tion sont  réelles,  et  les  deux  intermédiaires 
ttc^S'caires.  Je  suppose  ici  que  les  radi- 
caux  de  la  branche  a'  sont  réels.  Si  le  dernier 
radical  Kjî  était  imaginaire,  alors  toutes  les 
racines  de  1 équation  seraient  imaginaires. 

Ce  que  ,e  viens  de  dire,  relativement  à la 
branche  des  quasi -valeurs  de  *,  s’applique 
egalement  à la  branche  des  quasi-valeufs  de  *’ 
On  peu.  remarquer  ici  que  quand  le  radical 
Vt  et  meme  les  radicaux  V~j  et  yr~ 
sont  imaginaires , il  suit  de  là  que  l’équation 
proposée  a deux  racines  réelles  et  deux  ima 

r“x  Ub,e  eXpreSSi°"  de  - *ux 

= ~r'+  d'Dcfcd.d^Cpr 

celle  de  d et  J,  à 1 exception  que  le  double 
signe  =F  es.  pris  dans  un  sens  contraire  , 
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ce  radical  est  imaginaire  pour  la  première  de 
ces  deux  valeurs,  il  s’ensuit  que  <T,  qui  est  le 
dernier  de  l’équation  en  z , est  négatif  ; or 
toute  équation  du  quatrième  degré , dont  le 
dernier  terme  est  négatif,  a au  moins  deux  ra- 
cines réelles,  par  conséquent  la  proposée  a 
deux  racines  réelles  ( on  suppose  V'r  réelle). 
Si  les  deux  radicaux  V~ç'  et  étaient  négatifs, 
d et  <T le  seraient  aussi , et  par  conséquent , 
dans  ce  cas , la  proposée  aurait  encore  deux 
racines  réelles  et  deux  imaginaires  ; mais  dans 
ce  cas  ce  serait  nécessairement  les  deux  racines 
intermédiaires  qui  seraient  imaginaires. 

201.  Je  viens  maintenant  au  cas  où  v7  est 
imaginaire , alors  toutes  les  quasi-valeurs  de 
l’équation  sont  affectées  de  quantités  imagi- 
naires. V?  et  V7,  sont  des  radicaux  imaginaires 
composés  doubles  , et  les  grands  radicaux 
VTl,  YR'  , etc.  sont  des  radicaux  imaginaires 
triples.  Avec  tout  cela  la  proposée  peut  n’avoir 
que  deux  racines  imaginaires.  Pour  débrouil- 
ler ce  chaos  , je  commence  par  décomposer 
d’abord  par  la  formule  ci-dessus  de 

\/  a-±z\Y  — b = , etc.  (i 56)  ; 

en  substituant  leurs  valeurs  dans  les  grands 
radicaux  de  la  ramification  de  z , ils  ne  sont 
plus  que  des  radicaux  imaginaires  doubles  : 
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je  les  décompose  ensuite  de  la  même  manière 
pour  en  faire  des  radicaux  imaginaires  simples  ; 
cela  posé  je  suppose  que  et  de  la  pre- 
mière branche  soient  tous  deux  de  la  forme 

V o + V — à, 

cette  branche  appartiendra  à une  racine  ima- 
ginaire ; car  on  aura  d’abord  une  quasi-valeur 
de  la  forme  * 

z,  ||  7 V r — m — \/  — n — m — V — ri , 
qui  étant  appliquée  à x donne 
jc,  ||  7 A — m — m'—  (7  l/r-f-  V — m+  — ri). 
Je  puis  conclure  de  là  immédiatement  qu’il  y 
a une  autre  racine  de  la  forme 

x,  ||  7A — m — m'  + (j\/ r+  V — m + V'  — ri)  ; 

mais  il  est  aisé  de  la  trouver  : elle  ne  peut  se 
trouver  que  dans  la  ramification  de  z' , parce 
que  les  quasi-valeurs  originelles  « et  <p  appar- 
tiennent à la  paire  de  racines  imaginaires  ; or 
elles  se  trouvent  précisément  dans  la  première 
branche  de  z' , car  ne  diffère  de  Ÿ~g  que 
parce  qu’il  contient  le  radical  — r avec  un 
signe  contraire  , il  est  donc  de  la  forme 

V a—V  — b, 

par  la  même  raison  ne  diffère  de  que 
parce  qu’il  contient  le  radical  avec  un  signe 
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contraire , il  est  donc  aussi  de  la  forme 
V a —V—b, 

on  aura  donc  z'  de  la  forme 

zt  ||  j \/  r — 771+  V — n — m!  + V — n~ , 
etparconséquenton  aurapour  la  deuxième  ra- 
cine imaginaire  telle  qu’on  vient  de  l’exprimer. 

Il  faut  remarquer  qu’aucune  des  autres  bran- 
ches ne  pourrait  y satisfaire.  Si  Ÿp  et  VR 

étaient  de  la  forme  \/  a — V — b , la  première 
racine  imaginaire  ne  pourrait  appartenir  qu’à 
la  quatrième  branche  de  z,  pour  avoir  une 
expression  de  la  même  forme  que  la  précé- 
dente ; et  celle  qui  lui  correspond  dans  la 
branche  de  z est  aussi  la  quatrième. 

Si  était  de  la  forme  ✓ a + l/— 6,e  t V R 

de  la  forme  \/  a — V — 6,  ce  serait  la  deuxième 
branche  de  z et  de  z' qui  formerait  la  paire  de  ra- 
cinesimaginaires.  Enfin,  si  Vp  était  de  la  forme 
y/  a — V — b j et  y/R  de  la  forme  \/  a+V — 6» 
ce  serait  la  troisième  branche  de  z et  de  z'  qui 
la  formerait. 

Quand  on  a obtenu  la  paire  de  quasi-valeurs 
imaginaires  , on  en  forme  une  inéquation  du 
deuxième  degré , qui  a la  forme 

z»  + agr  * + g1  + h*  ||  o : 
h*  exprime  la  quantité  qui  constitue  la  partie 
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imaginaire  des  deux  racines.  Il  est  aisé , d’après 
cela,  d’obtenir  une  autre  inéquation  du  deu- 
xième degré , et  qui  appartienne  aux  deux 
autres  racines  de  l’équation.  Je  me  borne  ici  à 
indiquer  ces  différentes  opérations,  qui  exigent 
un  calcul  assez  long,  et  qu’il  ne  faut  jamais 
employer  dans  la  résolution  pratique. 

Quand  V~r  est  imaginaire,  la  véritable  quasi- 
valeur  originelle  de  l’équation  est  p ||  4 ou 
p H ^ A.  11  faut  concentrer  cette  quasi-valeur; 
si  l’équation  contient  deux  racines  réelles,  on 
aboutira  à une  série  convergente  qu’on  recon- 
naîtra aisément,  et  on  parviendra  à la  valeur 
des  racines  réelles. 

Par  le  calcul  des  inéquations , on  parvient 
à décomposer  les  équations  du  quatrième  degré 
en  deux  facteurs  du  deuxième,  les  équations 
du  cinquième  degré  en  un  facteur  du  deuxième 
et  un  du  troisième,  etc.  comme  on  le  verra 
ci-après.  C’est  dans  ce  mode  de  solution  qu’on 
parvient,  par  un  calcul  très-simple,  à décom- 
poser en  facteurs  réels  du  deuxième  degré,  les 
équations  d’un  degré  pair,  qui  ne  contiennent 
que  des  racines  imaginaires. 

Je  finirai  cet  article  par  l’application  de  ce 
que  l’on  vient  de  dire  sur  les  racines  imagi- 
naires à un  exemple  ; je  choisis  l’exemple  quatre 
ci-dessus  ( 190)  : 
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x*  4-  8 x3  + a3  x*  -j-  3a  x ■+■  16  = o, 

dans  lequel  la  première  et  la  dernière  racine 
sont  réelles,  et  les  deux  intermédiaires  imagi- 


naires.  J’ai  d’abord 

\ 

y/~r  = 1, 63^683  N 

a = 4,89804* 

n ==7,2245*2 

b = 8. 

V =0,775488 

c = 8,89808. 

$ = 4,775488 

y — 0,89805. 

q>  = 3,2245l2 

} d = i,6/|8o5. 

«y4c = — 64 

<T  = — 8,  i48o5. 

JD  = — toa4 

V ?'=V  —407402. 

j 

0,9077  5. 

La  quasi-valeur  de  étant  imaginaire 

prends  dans  la  formule  («97)  la  quasi-valeur 
de  z', , ou  la  quasi-valeur  de  la  limite  infé- 
rieure. Je  trouve  que  tous  les  radicaux  sont 
réels,  et  j’ai  pour  résultat 

Il  — 1,10913. 


Pour  concentrer  cette  quasi-valeur,  comme 
la  série  de  concentration  sera  alternative,  à 
cause  que  cette  quasi-valeur  est  négative,  j’em- 
ploie la  concentration  de  compensation. 


?=-i  1 0)7îS  y 

s», 

l#*'  = — 0,76511  j 




0, 774,8 
—0,77075 


e- 
* 

e- 
/*“• 

775465=#.'". 
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En  prenant  la  dernière  quasi-valeur  de  cette 
suite  (*!" , et  la  substituant  dans 


ai 


*=*  — (?  — *')» 

*==  — 3,999977, 


et  la  racine  est  # = — 4* 

On  voi  t par  cet  exemple,  qui  a déjà  été  traité, 
qu’on  peut  se  dispenser  d’entrer  dans  le  calcul 
des  quantités  imaginaires,  lorsqu’il  y a des 
racines  réelles  dans  l’équation.  Cependant  si 
les  deux  radicaux  V^Vet  \S f,  étaient  tous  deux 
imaginaires,  il  faudrait  bien  calculer  ces  es- 
pèces de  racines.  Voilà  pourquoi  je  vais  m’oc- 
cuper de  la  valeur  de  zt. 

202.  En  réduisant  les  différentes  valeurs  en 
nombre,  et  faisant  disparaître  le  radical  ima- 
ginaire du  dénominateur,  ce  à quoi  l’on  par- 
vient en  multipliant  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur par 

3 V r — 4 V7  y 


j’ai  d’abord,  par  la  formule  ( 197), 


^<0,81634 — l/ — o,45?G5  — V 0,06993—  l/— 0, 741 3; 
or  le  grand  radical  étant  de  la  forme 

V a~V  —T, 

aura  sa  partie  imaginaire  d’un  signe  contraire 
àV?  ; la  première  racine  imaginaire  n’appar- 
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tient  donc  pas  à la  première  branche,  c’est 
donc  [/W  qu’il  faut  prendre , dans  lequel  le 
radical  intérieur  est  positif  ; en  le  décompo- 
sant j’ai 

«3110,8 1 634  ■+■  \/ o,/t66335 — ]/  — 0,45265  \/  o,3g6335  ; 

enfin 

||  1 ,49922  — 1 >5oa5  V—  1 » 

et 

JSj  11  i,49922  + i,3oa3  y/  — 1. 

Pour  avoir  les  deux  autres  racines,  en  sup- 
posant que  je  n’aie  pas  d’autre  moyen  de  les 
avoir,  ou  en  supposant  que  V g'  est  aussi  ima- 
ginaire , je  recompose  ces  deux  équations , 
et  j’ai 

+ 2,99844  z H-  3,722. 

Cette  équation  est  de  la  forme 

z*  •+■  2 m z + m*  + n%  = o ; f 


je  forme  l’autre  de  cette  manière  : 

z‘+(a-im)z  + m,  + n.  , 
qui  devient 

z*  + 1,8996  z + 0,442, 
qui  donnent  les  deux  quasi-valeurs  réelles 
z,  ||  o,5o63 

*4  U 'iïW- 

VaX  maintenant  deux  limites  pour  z,,  savoir, 
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la  partie  réelle  de  la  première  branche , qui 
donne 

Il  o,i33  ; 

comme  elle  est  plu»  petite  que  la  première,  je 

les  compense  d’abord  , j’ai 

2 II  » o,33q; 

et  en  concentrant,  j’ai 
£ = o,3. 

* | = o,2383. 
k'  Z = 0,227a. 
k"  £ = o,aa5o94- 

La  concentration  est  décroissante  en  joi- 
gnant le  dernier  terme  à«;ona 

x = — i,ooo58a , 
pour  x — — r . 

On  aurait  pu  s’assurer  que  la  première  ra- 
cine est  réelle , en  concentrant  a nr  = o ; on  a 

k A v z=  — = o,  l852. 
c 

k'  A v = 0,2174. 

k"  A v = 0,2254. 

k'" A -sr = 0,22458. 

En  réunissant  cette  dernière  à«,  ona 
* = — 0,99997. 

On  a ici  une  valeur  trop  petite  pour  x , parce 
que  la  concentration  est  croissante.  La  partie 


Digitized  by  Googk 


384  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

réelle  de  z,  = j V r est  encore  une  limite  qui 
conduit  à la  valeur. 

Lorsque  \/ r est  imaginaire , si  l’on  voulait 
prendre  le  chemin  le  plus  long  pour  trouver 
les  racines  réelles  de  l’équation , il  faudrait 
suivre  la  marche  que  l’on  vient  d’indiquer,  en 
décomposant  successivement  et  \/ B,  on 
formerait  ensuite  deux  équations  du  deuxième 
degré,  dont  on  concentrerait  les  quasi-valeurs, 
et  qui  pourraient  toujours  se  concentrer  quand 
il  y a des  racines  réelles. 

En  suivant  cette  marche  on  ne  peut  résou- 
dre l’équation  qu’en  la  recomposant  en  fac- 
teurs du  deuxième  degré.  Le  calcul  des  iné- 
quations, en  les  décomposant  de  cette  manière 
immédiatement,  dispense  de  tout  ce  travail. 
Ainsi  la  décomposition  en  facteurs  du  deu- 
xième degré,  appartient  aux  équations  dont 
les  racines  sont  imaginaires.  Le  calcul  des  iné- 
quations parvient  toujours  aies  décomposer 
en  facteurs  réels,  comme  on  le  verra.  Je  passe 
maintenant  au  cinquième  degré. 
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CHAPITRE  Y. 


De  la  résolution  des  équations  du  cinquième 
degré. 

2o3.  Dans  la  résolution  des  équations  du 
cinquième  degré  et  des  suivans,  on  suit  la 
même  marche  que  celle  qui  a été  développée 
dans  la  résolution  des  équations  du  troisième  et 
du  quatrième  degré.  La  théorie  se  trouve  main- 
tenant expliquée;  il  ne  s’agit  plus  que  de  cons- 
truire les  formules  auxquelles  on  doit  aboutir.' 

PREMIÈRE  SECTION. 

P remier  mode  de  solution,  ou  mode  de  solution 
simple. 

De  la  résolution  des  valeurs  de  p , ou  première 
méthode  de  solution  simple. 

Soit  donc  l’équation  générale  du  cinquième 
degré 

*5  + A^  + B*3  + Cx'  + D*  + E=:o, 
dont  je  suppose,  comme  ci-dessus,  tous  les 
coèfficiens  positifs,  et  par  conséquent  toutes 
les  racines  négatives;  je  la  décompose  en  deux 
facteurs 

(x'  + P*3  + Qx*  + R*  + S)  (x  + p)  —o. 
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En  réformant  l’équation  avec  ces  deux  fac- 
teurs, et  comparant  ses  coëfficiens  avec  ceux 
de  la  proposée , on  a les  cinq  équations  au- 
xiliaires 

ire  A = P + p, 

2*  B = Q + Pjt), 

3e  C = R + Qp, 

4e  D = S + Rp, 

5e  E = S p. 

Maintenant  l’équation  indéterminée  du  qua- 
trième degré  contient  l’inéquation  originelle 

Q < 1 Pa  ; 

avec  cette  inéquation  et  l’équation  auxiliaire 
Q = B — Pp, 

je  forme,  comme  ci-dessus,  une  inéquation 
du  deuxième  degré,  qui  me  donne  les  quatre 
quasi- valeurs  originelles  suivantes  : 

2o4.  p<KA+  v/a1— IB = <n. 

jp->  î(  a — . . =>*. 

P>f(A  VA*-1B)....=>*. 
P5<tCA  + 4 V A1— *B)  ....=<  <p. 

Pour  compléter  maintenant  les  quasi -va- 
leurs de  'a  et  de  p,  je  compare  l’équation 

Q — B — P 

avec  l’inéquation 

Q II  B — n w, 
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en  substituant  les  valeurs 

Q II  rr  [a5  B — 4 (A  + l/r)  (A — 4 Vr)] 
Qllrr(A  + Vr)‘, 

d’où  j’arrive  à 

Q < 1 n*, 
et  par  conséquent 

Q < B — n a. 

On  pourrait  conclure  la  même  chose  par  le 
raisonnement  qu’on  a fait  ci-dessus  (61).  En 
vertu  du  même  raisonnement,  on  a 
Q>  B — <T<p, 

quand  * ><p. 

J’appelle  K cette  quasi-valeur  de  Q ; et  en 
comparant  l’équation 

R = C — Q p 

avec  l’expression  C — R -a-,  j’aurai  par  le  même 
raisonnement 

R < C — K»; 

d’où  je  conclurai  d’après  l’équation  (4) , 

S = D — R p , 

S D — (C  — K -a)  -a. 

Enfin  l’équation  auxiliaire  (5) , E = S p , me 
donnera,  en  substituant  la  valeur  de  K, 

2o5.  p,  > — - 

D — [C  — (B- — n'a) -a  J -a 

Cette  quasi-valeur  complète  sert  de  formule 
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de  concentration  ; il  faut  remarquer  encore 
que  pour  obtenir  cette  quasi-valeur  complète, 
j’ai  opéré  sur  l’équation  en  allant  de  gauche 
à droite. 

On  aura  aussi  pour  la  quasi-valeur  complète 
de  <p , quand  ■*>><?, 

E 

Ps<D  — [C  — (B  — 

et  en  metlaut  à la  place  de  n et  4»  leur  valeur, 
on  a ( 

r E 

P'  ^ -sr4  — A v3  4-  B v*  — C v -J-  D * 

E 

Ps<  9*  — A P3  + B*a  — . C*  + D' 

On  voit  clairement  quelle  est  la  loi  pour 
tous  les  autres  degrés. 

Quant  à la  concentration,  la  théorie  déve- 
loppée dans  le  troisième  et  le  quatrième  de«ré 
s’étend  à tous  les  su i vans;  et  quand  w appar- 
tient à une  racine  réelle,  on  a la  série  de 
concentration 

< A-  nr  < k'  < k"  <o , etc.  ; 

✓N  /N  /\  A 

Pi  Pi  Pi  Pi 

dont  tons  les  signes  changent  de  direction,  et 
qui  se  convertit  en  une  série  de  concentration 
opposée,  lorsque  l’on  donne  à » une  valeur 


Digitized  by  Google 


DU  CALCUL  DES  INÉQUATIONS.  289 
qui  dépasse  la  première  racine  et  qui  ft’atteint 
pas  la  seconde , quand  la  première  racine  est 
réelle. 

Il  en  est  de  même  pour  pourvu  que  «fl,»;: 
il  en  est  de  même  encore  pour  la  troisième 
racine;  et  en  général,  comme  on  l’a  déjà  vu, 
toutes  les  racines impaires-d’uue  équation  sont 
susceptibles  d’une  double  concentration  oppo- 
sée, pourvu  que  les  racqlés  soient  toutes  du 
même  signe , et  pourvu  qufe  la  somme  de  toutes 
les  autres  racines  soit  plus  grande  qué*. délié"1 
que  l’on  concentré,  ce  qui  n’ai  lieu,  sans  ex- 
ception, que  pour  |a  première  quasi-valeur  *r. 

De  la  résolution  des  valeurs  dex,  ou  deuxième 
méthode  de  solution  simple* \r“>  J • \ 


207.  Poua  y parvenir  il  faut  commencer 

par  déterminer  les  quasi-valeurs  de  P,  Q , R , S , 

de  l'équation»  indéterminée;  dans  ce  cas;  je 

commence  par  l’autre  extrémité  de  Inéquation, 

et  je  ne  m’occupe  que  des  quasi-valeurs  en 

D’abord  ^ 

, E . 

de  p = - et  de  p < p , ' { 

• . - ' ! 

j’ai  la  quasi-valeur 


*9 
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j’ai  par  la  même  raison 


E 

s < -; 

■» 


puis  de 


E 

S=-, 

P 


Z. ’ . . • :i*  “ 

S 

= I>  — Rp, 

j’ai 

, t 

r ••I-.’»  1 

' ’ ■ * * » 
r 

P%~ 

Dp  E 

— — -1 — = 0: 
R R 

d’où  jVii 

<•  »i  » * . • l 

P 

D 

3~R 

4R» 

E 

R’ 

puis  avec 

; 

p<<p> 

j’ai  l’inéquation 

- ' f — 

i * * 

a R K 4 R* 

E 

~ R 

En  élevant  au  quarré  pour  faire  disparaître  le 
radical,  j’ai , tout  calcul  fait,  la  quasi-valeur 

D <p  — E 
R>-~’ 

j’aurais  eu  de  même 


R< 


D — E 


Pour  avoir  la  quasi-valeur  de  Q,  on  prend 
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d'abord  la  valeur  de  p avec  les  deux  valeurs 
R = D — — , 

P 

R = C — Q p, 

• 

comme  on  vient  de  le  faire;  puis  avec  l’iné- 
quation p < a , on  obtient  d’abord  l’inéquation 

»<Q»*  — Cp  + D; 


puis  avec  l’inéquation  contraire  i: 


Ls  •,!  j i 


on  a enfin  / 


* E 
$ > 

<? 

- 7 ' • • - V.  ! 


e i.  'Ui-iJ  :; . i.  |«. 

!..  > . - f' 

À ' -T7. . ,:t  Z*/.  . 


Q y S£L“*  + E 


» 


• I»  .u 


on  aurait  de  même 

ÇV  — J).»  + E 

" < -j  • 


Avec  ces  quasi-valeurs  je  forme  deux  iné- 
quations du  quatrième  degré,  l’une  en  p,  l’autre 
en  «■  ; je  décompose  ensuite  chacune  de  ces 
deux  en  deux  autres  du  troisième  degré,  puis 
chacune  de  celles-ci  en  deux  du  deuxième,  par 
la  ramification  suivante  : . . 


39* 

i.  . . 
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V+A"'t  + B'". 




208. 


>3+Av( 

r-+"|-  !■+ 

<\  U3+ + 


v , o.  V 


{:: 

,1 

}*3+- 

;•*  1**4 


+• 

+• 

+• 


-•mil  &?fciu tj  , 

.«iupànn  ^!?  fl  ■“••iij 

Ci  — il  Ua  + A,„*  + B,„. 

• Et  le  tableau  suivant  pTesente  la  marche  des 
opérations  à suivre  pour  déterminer  les  coëffi- 
ciens  de  ces  différentes  équations. 


209’  v/r zsè...=%/? 

5(A— V/  r)  • ■ =®  s*  A' 
|(A-*-4V/  r)..=f 
C?1— D»-t-E. 


P»— E 
E 


C' 

V=D‘ 


l/Â^p \—\/7\ 
i(a'-\/?7.=*'=a' 
KA+çy^r^'  - 
c'f— D' 


f * 

» 


»>.=*" 

'.‘S.‘.=çC* 


c/a"'~  iB"=t/?r. 
i(A— l/n  =®"=a" 
j(A+aV/n=»“. 

C*  , —R" 


p • / 

. 'învîM 

'i{  f.  i i 

»,  « , 

Puis  ,t  f 

• f 

12. 

; -h  . 

' • •>  : ’.t  3!*  ! 1 ■ 

. > ..)  * : 

V A"'* 

— 4®"'  = 

- \/~7~ - 

- T r • > 

enfin 

m.  ...» 

i i . # •'i 

r 

• « ? X » / . . 

* * » ' f ' 

' » .i  w •! 

Ih*1- 

p» 

,/,  Vl  i . ■ 

S» 

*«  — Il 

ki  1*  * 

■ ^ ■ - i - « I I 

ou  { ( A'"  — y/'  A'"*  — 4 B'"  ) . 

On  voit  manifestement  la  loi  de  la  suite  des 
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opérations  à faire;  j’ai  employé  la  notation 

V r\  , 1/V,,  l/r,  , 

pour  marquer  à quel  degré  appartient  chaque 
radical , et  la  virgule  désigne  qu’il  appartient 
à la  branche  réductible. 

A l’aide  de  ce  tableau  on  a la  formule  sui- 
vante . ■ • . 


IÎA ^ ’A  !_  ,A«  'MI  M 

:I.\  'U  .A".  ü 

— iV' A<’—  1B' f -^7 • • ••(«•i;  =—  it/rj  i I—  *A«". 

::*-'}V73i  4-  » 

v ! Y V-dT-'K*' 


•*  , 
J i"  colonne.  ae 


Cette  deuxième  formule  présente , en  rac-* 
courci , le  tableau  des  différentes  opération» 
qu’on  effectue  dans  la  première,  de  sorte  que 
ces  deux  formules  n’en  font  qu’une. , 

On  voit  que  dans  cette  dernière,  la  première, 
colonne  contient  la  partie  rationnelle  j A,  aveq 
la  suite  des  radicaux  originels  des  inéquations 
successivement  abaissées,  jusqu’à  celle  du  deu- 
xième degré.  Les  colonnes  intermédiaires  dé- 
terminent seulement  les  valeurs  de  A',  A",  etc*; 
les  valeurs  de  B',  B",  etc.  sont  prises  dans  le 
tableau  précédent  ou  dans  la  première  partie 
de  cette  double  formule.  On  voit  comment 
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elles  sont  fonctions  des  dtfférens  coëfficieus  de 
la  proposée. 

Cette  formule  est  telle , qu’elle  sert  en  même 
temps  pour  les  degrés  inférieurs.  La  dernière 
colonne  toute  seule  exprime  la  formule  de  la 
résolution  des  équations  du  deuxième  degré  ; 
la  quatrième  et  la  cinquième  expriment  la 
formule  de  solution  pour  les  équations  du  troi- 
sième degré,  et  ainsi  de  suite. 

Il  s’agit  de  confirmer  cette  formule  par  un 
exemple  ; je  prends  l’équation 

*5  + i5**-'4-  85  x3 4-  aa5  x%  + 274*+  120  = 0, 
dont  les  facteurs  sont 

(x+i)  (ar+a)  (x  + 3)  (x  + 4)  (*-l-5)  = o, 

j’ai  :J’- 


À'= 

5=  9,1716 

A”=«-'=6,io39| 

A'"î 

=+'=3,7233 

.+=  5,8284 

. . . 

■ ■+'=  3,0677 

. . . . 

..+”=2,4806 

B'.. 

. .=3i,i44 

B'. 

• • •— >1,996 

F".. 

...=2,7779 

w>; 

. .=4M79 

r. 

...=  6,7  n 

Enfin 

D'.. 

. .=20,5888 

« ! 

*<  - 

■ < j,o323. 

Én  .concentrant  une  seule  fois  cette  quasi- 

-s  Or  '■  '-.‘JiL  . i»  ■ ' •'!  ■ 

valeur,  ie  lais 

a fc  =1,03, 

j’ai*  4 '/»  : ••••  I: 

‘>î  ••  j £■£  = 1,0126. 

Je  t|e  m’étendrai  p&s  davantage;  on  voit  que 
lés  Vësültàts  sont  absolument  les  mêmes  que 


\ 
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«eux  des  autres  degrés,  ou,  par  conséquent, 
que  cette  méthode  s’applique  aux  équations  de 
tous  les  degrés.  Dans  ce  premier  mode,  la  con- 
centration ne  peut  s’effectuer  que  quand  les  ' 
racines  sont  toutes  du  même  signe  : le  deu- 
xième mode  de  solution  leur  donne , comme 
on  l’a  vu , cette  propriété. 

DEUXIÈME  SECTION. 


Deuxième  mode  de  solution,  ou  mode  de 
solution  double. 


211.  Je  reprends  les  deux  équations 

* = -(*-V)ï  * 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  pro- 
posée, j’ai  _ . 
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OU  pour-w,  - f;  fî-  ■ i-  ; ‘ 

'z5' — a z4  + b z3  *—  c z*  + d z — e = o, 
ou  pour  <t> , 

r . ’ ,î  i !•  .-*.!•»  '.h;  • •>;:  e 

z'5  — az'4  + bz'3  — y#'*  + Sx  — , e =s  o. 

En  déterminant  ces  coéfficiens  en  ivaleurs 
de  coéfficiens  de  la  proposée,  j’ai 


212. 

*«4  \/r 

b zs&r.  , 

V'  ■ ■ . VmV  '*V.  ■ • 

e=^-[a.4.  i3rV/r— 2(-iA'H.^AB-qC)]. 

. 4 . ! 3, 1/  r-.2(-3A(A’-!B)+(A'  - ^C). 

• / IJ  ' 1 1 # r.'U  < \ >.'  1 .4  : * ^ . I î ' 

=^T(a.4.i3/-v/r-aAsC). 
y=^(2.i.i3r\/r+2SsC).  , 

a=^rf(— îA^+aîA1 — B5pAC+5'I>)+i6or’— 16(— oA^+^AB— a5C)j/»T 
s=i-{_6A’(A’— 5,B)-*-4A(A’— ^C)-»-i6or’— i65sCt/H 

=lVsV+*tor>-i6SiÇtf?j.'  ' ’ ’ f ...  ; t 

^=-^(A,D-t-i6or* +i6A,Ct/r^:  ' 

Î— (— 4A5+5’A’B— 5'A*C-t-54kD— 5’R). 

+ [a6(- 3A* -»- « 5A ’B-5oC+ 5 ’ D)+ a . 3 . 4 V’]^/ r. 

— 1 6o(— a A 1 -h  j 5AB-a5C)r. 

Î— (-ioA’(A’—’ |B)+ïoA’(A*— VC)— SA(A4— 5,D)4^AÎ— S’ij 

-f-Cao^D+a.S^’OV/'1'- 

— t6oS,Cr.  1 + ' j i 11  r‘ 

=jl[—  SE+(aoSsD+2 . 34V’)’v'ïr — i6oJ,0]. 

• =jrt-t-AE-+-(aoJ,T)-t-».3,4,ri)v/r-4-i6o4!0], 
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On  peut%emarquer  maintenant  que  les  va- 
leurs de  C,  Sj  D , JE,  sont  composées  , en 
dernière  analyse,  des  relations  de  A successi- 
vement avec  tous  les  autres  coèfficiens,  qui 
sont  telles  qu  elles  seraient  séparément  = o , 
si  toutes  les  racines  étaient  égales,  comme  on 
peut  le  vérifier  dans  chacune  des  expressions. 
O11  peut  encore  remarquer  la  loi  des  coèffi- 
ciens de  ces  relations;  leur  signe  est  d’abord 
alternativement  négatif  et  positif,  ensuite  leur 
valeur  est  celle  des  coèfficiens  des  différentes 
puissances  du  binôme 

(x  + a )"* , 

en  commençant  par  le  troisième  terme  de  cha- 
que puissance.  Ainsi  on  a d’abord 

JîC  = -3A(Ai~iB)  + (A*-VC); 
les  coèfficiens  de  ces  deux  relations , qui  sont 
3 et  1 , sont  ceux  du  troisième  et  du  quatrième 
terme  de  -• 

(x  + a)\ 

De  même  dans  : *’.* 

JSD=— 6A‘(A*-4B)  + 4A(A3— V-C) + (A4 — 5’D), 
les  coèfficiens  6,  4,  i » sont  ceux  du  troisième, 

{ i > 

quatrième  et  cinquième  terme  du  binôme 

(*.+  «)♦.-  . 

Enfin  dans  JE  on  a 

$E=— ioA'(A*H®K  *«<A'-f«C)-*  5A(A4i-5'D+(i»i5>E)  ; 
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les  coëfficiens  10,  10,  5,  1 , sont  éfeuxdu  troi- 
sième, quatrième,  cinquième  et  sixième  terme 
du  binôme 

( * + a y. 

En  général  ces  cqëfficiens  sont  les  mêmes 
que  ceux  de  élevé  à une  puissance 

qui  fait  une  dimension  égale  à celle  du  coef- 
ficient qui  est  en  relation  avec  A.  Ainsi  ÆC 
qui  est  de  trois  dimensions  a les  coëfficiens  de 
la  troisième  puissance  de  x + a,  et  ainsi  de 
suite. 

On  peut  observer  que  la  même  loi  a lieu 
pour  les  relations  des  coëfficiens  dans  les  for- 
mules du  quatrième  et  du  troisième  degré. 

En  reprenant  donc  les  valeurs  de  ces  coëf- 
ficiens, on  a l’équation  double  en  z,  qu’on 
peut  appeler  l’équation  double  aux  différences 
simples  , et  que  j’exprime  ainsi  : 

2l3.  s5. 

— *4X4^7. 

+ ïsX2.3(r). 

— **X^(8.i3rV7^255C). 

+*  Xp(55D+i6°r»zpi655CV/7). 

— 1 X-j^(=F<SE-l-(30.S5D+a . 343r9)y/7qri6oiS5Cr). 
fous  ces  coëfficiens , ainsi  disposés  à la  droite 
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de  z , doivent  être  positifs  quand  toutes  les 
racines  sont  réelles.  J’exprimerai  aussi  cette 
équation  généralement  par 

z5  — a z4  + b z1' — cz*  + dz  — e=o; 

chaque  lettre  a alors  une  valeur  double  , ex- 
cepté les  deux  premières  a et  b. 

On  résoudra  ensuite  cette  équation  par  la 
formule  ci-dessus.  Je  ne  m’étendrai  pas  sur  ce 
qui  concerne  les  racines  imaginaires,  je  ne  fe- 
rais que  répéter  ce  que  j’ai  déjà  dit  ci-dessus. 
Quand  les  deux  limites  sont  imaginaires  , la 
résolution  de  l’équation  appartient  au  mode 
de  décomposition  en  facteurs  du  deuxième 
degré. 

CHAPITRE  VI. 

De  la  résolution  des  équations  du  degré  n. 

21 4.  D’après  les  loix  que  suivent  les  fonc- 
tions de  eoëfficiens , dans  les  différentes  for- 
mules qu’on  a développées , on  voit  que  l’on 
peut  parvenir  à des  formules  générales  qui 
conviennent  à un  degré  quelconque  N.  Pour 
cela  je  prends  la  formule  du  binôme  ( x + a)m . 
En  faisant  r=  o , le  développement  de  cette 
formule , on  a l’équation  générale  aux  racines 
toutes  égales*  qu’on  peut  appeler  l’équation 
de  niveau.  On  a déjà  vu  comment  les  diffé- 
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rentes  relations  de  coëfficiens  se  rapportaient 
à ce  niveau  ; je  le  compare  donc  avec  l’équa- 
tion générale  du  degré  n , j’ai  donc 


a. 3 


-p  À**-* 

j’ai  d’abord 


^ a ■ 3 . 4 a*X"  4 +a'=0’ 

+ C*'“3  +D**-4 +N=o; 


A = ma,  B 


n.  n — i 


2 


a*  ; 


en  faisant  disparaître  a , j’ai  cette  première 
équation  : 

r . 2 771  B 

210.  A* =o. 

n — î 


Cette  première  relation  suffit  pour  développer 
la  formule  générale  des  quasi-valeurs  de  x , 
dans  le  premier  mode  de  solution  , car  on  a 
d’abord  ■ » * 

- 216.  V~r=\/ K- 

m — i 

n = lnL(A  + K7). 

n 

X ~ A 

V — - V A — ( n — I ) V~r). 

n ' .... 

* = — (A-V'V). 

n ' 

• . 7 

= - ( A -+-  (tï  — i ) Ÿ* r ). 

J % Tl  % - . *4  î 
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On  a ensuite  pour  la  quasi-valeur  complète 
de  p et  pour  la  formule  générale  de  concen- 
tration : 

N 


Pi  > JZT 


A V ’ -f-  B-w' 


n— 3 


+ Lx  — M 


ou 


P.  > 


N 


M — £L — £ J — £ H — • .... — £ B — n-w  j-w  J -a- 

217.  Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de 
x,  le  tableau  ci-joint  développe  la  marche  des 
opérations  à faire.  La  partie  n°.  1 développe 
la  ramification  de  l’équation , et  son  abaisse- 
ment jusqu’au  deuxième  degré  ; la  partie  ;n°.  a 
exprime  la  marche  des  opérations  pour  déter- 
miner les  coëfficiens  A' , B' , etc.,  M" , B" , etc. 
des  coëfficiens  des  différentes  équations  abais- 
sées ; enfin  la  partie  n°.  3 est  lé  tableau  en 
raccourci  de  ces  mêmes  opérations*  Pour  dé- 
montrer cette  dernière  formule  il  suffit  de 
remarquer  que  d’après  le  n°.  a , Pon  a 

n * ( -^  V^r  ) = A' , , , 


n 


d’ 


ou 


puis 


n- 


n 


n — 1 


A'=-(A-/7); 

Tl 

' 1 4 *» 

(A'-^„,)-A- 
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A'=—  (Il 


Tl 


a n — x 

et  ainsi  de  suite.  En  employant  cette  der- 
nière formule  , ou  détermine  les  valeurs  de 
B',  B",  etc. 

2 18.  Je  passe  maintenant  au  mode  de  solu- 
tion double,  pour  former  la  double  équation 
générale  en  z , je  compare  encore  l’équation 
proposée  avec  l’équation  générale  aux  racines 
égales 

x”  + nax"~'  4-  , etc.  = o, 

<*  , ' 1 

et  je  prends  successivement  les  relations  de  A 
avec  les  autres  coefficiens  , comme  j’ai  fait 
pour  B,  avec  les  équations 

„ n.n  — i .n  — 2 , 

A = naetC=- „ a -,  ,\c 


2.3 


je  fais  disparaître  o,  et  j’ai 
2.3  C 


A3  — 


n — i .n- 


= o. 

. i - 


En  opérant  ainsi  de  même  pour  tous  les  autres, 
j’ai  cette  suite  de  relations  : 


2 n B ) 

=5  O. 


n — x 


A3  — 


. 3 n‘ 


C ='  o. 


7i — i n — 2 


1 
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a.3.4»3 


n- 


■i  .n — a. n — 3 


D = *. 


A-*  — 


a. 3. 


.n — a .n 


n—$ 


« — i .n — 3 n — ( n — 3) 


L = o. 


A"— 


2.3. 


■ n — i .n 


n — i n — a n—[n — a) 


M = o. 


A"  — 


i.3. 


» n>  • n> 


n — i.n  — a. . . . i 


Toutes  ces  relations  n’ont  de  valeur  que  quand 
les  racines  sont  inégales , et  ces  valeurs  sont 
les  élémens  premiers  qui  constituent  les  diffé- 
rentes formules  de  solution. 

2 J g.  On  peut  remarquer  encore  que  quand 
toutes  les  racines  sont  réelles  et  de  même  signe, 
ces  valeurs  sont  toutes  positives  ; c’est-à-dire 
que  les  seconds  termes  de  ces  binômes  sont  au- 
dessous  des  premiers  quandces  valeurs  sont  né- 
gatives, ou  qu  and  les  seconds  termes  surpassent 
les  premiers  , elles  constituent  des  fonctions 
imaginaires.  On  voit  clairement  ici  comment 
l’équation  du  binôme  est  l’équation  de  niveau 
relativement  à toutes  les  autres  équations  com- 
posées. Ainsi  tout  coefficient  dont  la  valeur 
trop  grande  forme  avec  A une  relation  néga- 
tive , cette  valeur  constitue  une  inégalité  ima- 
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ginaire.  Celte  loi  ne  s’apperçoit  pas  quand 
les  racines  font  de<différens  signes  ; mais  elle 
n’y  est  pas  moins  contenue, .car  toute  équation 
peut  être  transformée,  en  une  autre  dont  toutes 
les  racines  ont  le  même  signe , et  alors  cetle 
loi  se  manifesteraT  A . 

Avec  ces  relations  simples  , je  forme  la  série 
suivante  : 


220. 


1 - 


2 y n — i /'  a.  3 \ n— i.n-i 

Foranleli.  2.3.4 n3B  ^ 

';•&<  2-3-4  ,«■ 

iens' J 4.  4 An*5 (iLb_  3 ■ 3ii4”»*: E \ 

I ~ 2 3 4 ...  -r,,  V >»f.  •—.IrnS.-ttAfi 


pour  les  re 
lations  des 
coéfficiens 


L — etc. 


, . ..IM u.  .1.  1 d*  .0  ! 

et  avec  celte  sérié  je  constitue  toutes  les  rela- 
tions des  coéfficiens  i?C,  sÿD,  SE,  etc.,  car 
j’ai , pour  le  troisième  degré , 

<,pf  = — 3 A ( A*  3B)-(-A3  — 37 C , , . ; 

ÙKj\  = — 2 A3 + 3®  AB  — 33C; 

Quatrième  degré,.  .,;K; , ^ , u ■! 

|=-6A‘  ( A*  - f B)  + 4 A{A3  - 16C),— (A.<— tfP), 

— 3 -(- 4“  AaB  — 43  AC-f- 44D;  , 

Cinquième  degré,,,.  lj(r  , 

f— -ioA3(As-tB)-HioA‘(A3-V€)-5A(A<-53D)-KA5'5!l 
■SE[=— 4A5  + 5aA3B  -f-53A,‘C  + 54ADr-55E,  ,; 

On  peut  conclure  dedà  que  l’on  a générale- 
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ment  pour  la  dernière  relation  des  coëfficiens 
jusqu’au  dernier  terme  N de  â’équation  n. 

321.  <SN  = — (n — i) A"+naÂ"-'*B — n3A*~3C 
+ »*  A*—»  D . . . ; . — nm~‘  A M -f  nn  N. 

Il  faut  observer  qu’il  n’est  question  ici  que 
de  la  relation  de  tous  les  coëfficiens  propre  à 
chaque  équation  , et  que  j’ai  exprimée  par 
«SC,  «SD,  «S’E,  sans  désigner,  par  un  chiffre, 
le  degré  auquel  ils  appartiennent,  parce  que 
la  lettre  seule , qui  est  toujours  la  dernière,  le 
désigne. 

222.  Mais  il  est  question  maintenant  de 
déterminer  la  relation  partielle  des  coëfficiens 
contenus  dans  un  degré  supérieur  ; ainsi  quand 
on  a développé  les  valeurs  des  coëfficiens  de 
l’équation  en  z , on  a eu , pour  le  quatrième 
degré  , une  relation  des  trois  premiers  coëffi- 
ciens «S^C , et  pour  le  cinquième  on  a eu  les 
deux  relations  partielles  «S^D  .et  «S^C  ; mais , 
pour  les  déterminer  généralement , j’observe 
que,  par  exemple,  quand  on  a développé  les 
coëfficiens  de  l’équation  en  z,  pour  le  cin-* 
quième  degré , on  a obtenu  1S5D  en  dévelop- 
pant le  coefficient  de  z dans  l’avant-dernière 
colonne 

5 — 4 A»3  -4*  ** ■ — 2 C »-  -j*  D, 

où  la  plus  grande  puissance  de  *r  n’est  que  la 

20 


Digitized  by  Google 


OüG'  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

quatrième , et  dans  la  colonne  précédente  , où 
l’on  a obtenu  iS^C , la  plus  haute  puissance  de 
»■  n’est  que  la  troisième.  On  doit  donc  con- 
clure de-là  qu’en  mettant  n — i à la  place  de 
n , dans  les  coëfficiens  seulement  de  la  formule- 
générale  ci-dessus  (3i3)  , on  obtiendra  la  rela- 
tion des  coèfficiens  jusqu’à  l’avant-dernière 
lettre  pour  le  degré  ; c’est-à-dire  qu’on  obtien- 
dra la  relation  tS^M  , et  qu’en  substituant  n — 2 
à la  place  de  n , dans  la  même  formule , on 
obtiendra  la  relation  SJL,  et  ainsi  de  suite. 
Effectivement  en  opérant  ainsi , l’on  a 

223.  Pour  le  quatrième  degré, 

f = -3A(A*-iB)  + A3-i6C, 

^j  = -ïA5  + 18AB—  16C; 

Pour  le  cinquième  degré  , 

— — 3 A ( Aa — tB)  -p  A3  — 

= — 2A3  + ¥AB  — itC; 

f=— 6A*(A^B)+4A(Aa— ^C)— (A*-53D/,' 
3 A*+  i5  AaB  — 5oAC  + 53D; 

comme  on  l’a  obtenu  ci-dessus.  On  voit  que 
généralement  le  premier  terme  qui  ne  ren- 
ferme que  la  lettre  A , a son  coefficient  tou- 
jours plus  petit  d’une  unité  que  son  exposant. 
On  peut  d’après  ceci  déterminer  généralement 
les  relations  partielles  des  coèfficiens  ; on  a 
donc,  en  commençant  par  la  dernière  lettre  , 
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2a4.f— (tj— j]A°  | — (n— 3)A"-‘  [ — (rt-3)A"-». 

1 .1  n.n — 2.77—3 

+n>A*-4B  1 -V»./»— aA"-3B  [ -{ A»~4B. 


— t73A»“3C 


<SN= 


l+n*A—4D 


. AM= 


| — na.n — 3 A" 
!-t-773.7i — 4A"~sd 


n'.n — 3 .n — A 

-A"-JC. 


n — i 


n3  ./i—  4-« — 5 


\ 


$„L= 


_/ 


n — i 


A"-6D. 


n'-'A  M ; ; 
-fn"N 

iania  . noitnnr 


-j-n"  “aAL 

— ra»->M 


77»— 3.2.3  t 
-AJ, 


71—  I 

Tl»-* 


\ 


— (77— 4)Am-3 

+nrn.-?rZZ±jrr*B 

n — i 

_b».w-3./i-4.».-5a,_,c 

77 I . 77  — 2 

I ^,7,-4.77-5.77-6 A|i_?p 
77 1 . 77—2 


V 71 -x 

. , ~’~(n~r5)A-n~ f. 


L. 


. 77.77—4.77 5 . 

+ A"  6B. 

77 1 


77*.77 4 . 77 5 . 77 — 6 

77  — 1 .77  — 2 


A"-7C. 


773  . 77 A . . .77 7 

' • K n— 


77 1 .7? 2 77  — 3 

.... ‘SaH—  s 77.1. n — 5. -.77  — 8 

\ A»- 


77"  *4.3.2 

j .-i  AH 

77  — 1 ..77 — a 

n— 1 -7 

77»  .3.2.1  , 

. ■ J 


•h 


77—1  .77  — 2^7—3 

.... 

77"-j5*.3:2 


A"- 8D. 
A"- sF. 


77 1 . 77-i-2 . 77-U-3 

7?"— +.4. '3. 2.  r 


77—1.77—2 

~ i>  gfl  .’llin»»  ! K' 7riffTÛ*i  .‘Tto?. 

yî»  j;  :lf  ' ')  ~ 1 . 77—2,77—3 

1 j « 

Maintenant  pour  avoir  l’expression  géné- 
rale de  là  double  équation  en  z,  j’ai  d’abord, 
en  ne  prenant  que  pour  v , 


AG. 

H etc. 
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0 0 ~ *m4-n«-l  n.n — i ) . nji — -i.n — a , n.n— 1...1 

22D*  * *n“,+ *•/*»—-* 5 ws  *— 5 *». 

—AJ  T a I a. 3 I i.a.3.,.i 


— (n—  i)A»r 

+ B 


n — i.n>— a 


A«r* 

a 

-}-n — 2.B*t 
— C 


7j-i.n-a...t 
-A*rn  1 

1.3...»  — ! 

n— a.»— î...i_ 

1 B»"-*. 

i.a...n — a 

n-3./»-4-.iC:|r„_3 
1.9  ...n — 3 


—Mit. 

“ ; ‘....+N. 

f 

On  voit 'manifestement  la  loi  pour  la  for- 
mation des  coëfficiens  de  cette  équation , ainsi 
que  celle  en  « ; mais , pour  les  former  l’une  et 
l’autre,  il  faudrait  faire  un  double  travail.  Il 
est  donc  avantageux  de  prendre  une  formule 
de  coëfficiens  qui  puisse  convenir,  à la  fois, 
à cette  double  équation  , et  qui  soit  en  fonc- 
tion de  tSC , S D,  iîE  , etc. , dont  on  connaît 
■ la  formation , et  qui  expriment  la  nature  des 
foliotions  qui  entrent  dans  la  formule. 

Pour  prendre  généralement  cette  formule , 
je  commence  par*le  dernier  terme , ou  la  der- 
nière colonne,  et  j’observe  que  les  coëfficiens 
de  tous  ses  termes  sont  égaux  à l’unité.  Ce  der- 
nier terme  est  donc  le  développement  de 
. trm — k.vm~x  4-  JW’1- * etc.  • 

Pour  former  le  terme  précédent  j’observe  que 
la  formule  du  binôme  a tous  ses  termes  à 


/ 
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égalé  distance  des  deux  extrêmes  parfaitement 
égaux,  qu’il  est  indifférent  de  la  prendre  dans 
un  sens  direct  ou  de  la  prendre  à rébpurs  ; 
que  dans  le  premier  sens  on  a (x  + a)m  , et 
dans  le  deuxième  (o  + at)";  par  conséquent 
les  coëfficiens  du  terme  précédent  seront  : 

— i)A»*”*+n — sB*-"-® — («— 3)C»*~3  etc. 
ceux  de  l’antépenultième  seront 


n.n — i / n — ,n — a\  , /«— a.n — 3\„ 

— ’ ^ — ~C— ^ — )a-— — ; — )B'~‘  «*•; 


et  ainsi  de  suite.  En  développant  donc  ces  suites 
on  a les  coëfficiens  n , m,  1 , tels  qu’bn  les  voit 
exprimés  sur  le  troisième  tableau  , page,.3t4- 

Cette  formule  convient  à la  doubtaéquation 
en  z,  par  le  double  signe  qp,  qui  affecte  alter- 
nativement les  termes  , le  signe  supérieur 
appartient  à l’équation  du  complément  de  v , 
elle  signe  inférieurs  à celle  du  complément  de  p. 

Mais  il  faut  observer  que  la  formule  est  faite 
d’après  la  supposition  que  le  degré  n est  pair 
J>ans  ce  cas  le  dernier  terme  de  l’équation  en 
z et  en  z , exprimé  en  *-  et  en  9,  savoir  : 


z*  + m*\z'  ' etc.  et  z'*  — nv\zn-  1 etc. , . 
— A J ' ' :‘+A  J 

sont  de  le  même  forme  ; on  a,  par  exemple, 
pour  le  dernier  terme  du  quatrième  degré, 
ff4  — A*3  + Bv — etc.  ! ' 

P*  — A if3  + B p*  — etc.  * 1 i- 
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Dans  le  développement  de  ces  deux  quantités 
il  n’y  a que  V'r  qui  ait  un  signe  différent,  par 
conséquent  tous  les  termes  qui  n’affectent  pas 
Ÿ~r , doivent  avoir  le  même  signe  dans  l’une 
et  dans  l'autre;  et  ceux  qui  sont  affectés  de  ce 
radical  doivent  être  négatifs  pour  »,  et  posi- 
tifs pour  p : c’est  ce  qui  a lieu  dans  la  formule 
du  tableau. 

Au  contraire,  quand  l’équation  est  d’un  de- 
gré impair,  les  deux  expressions  en  * en  f ont 
tous  leurs  termes  d’un  signe  contraire  ; mais 
comme  Ÿ~r  est  d’un  signe  différent  dans  » et 
dans  <p  , il  s’ensuit  que  les  termes  qui  sont 
affectés  de  ce  radical  doivent  avoir  le  même 
signe  dans  les  expressions  de  » et  de  <p  ; et 
qu'au  contraire  , les  autres  termes  doivent 
avoir  un  signe  différent  ; il  faut  remarquer , 
enfin , que  le  premier  terme  de  chacune  de 
ces  deux  expressions , pour  le  cinquième  de- 
gré, par  exemple,  est  immédiatement  + S E 
pour  »,  et  — SE  pour  ?;  mais  comme  datis 
l’équation  générale,  - 

z5  — a a4  •+■  b za  etc. , 

on  a. fait  ressortir  le  signe  négatif  des  coêfii- 
ciens  alternatifs  , on.  doit  avoir  pour  ce  pre- 
mier terme  rptîE,  et  ainsi  pour  les  autres  de- 
grés impairs..  ?..  » . ^ - ; 


1 
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226.  Il  s’agit  de  faire  voir  encore  comment 
il  faut  employer  cette  formule  pour  les  diffé- 
rens  degrés , je  l’applique  d’abord  au  troisième 
degré  ; dans  ce  casn=  5 , et  comme  C est  alors 
le  dernier  coefficient,  oiî  a 

N = C,  M=p:B,  L = A; 

et,  d'après  ce  qu’on  vient  de  dire,  le  premier 
terme  *SN  devient 

. = iSC; 

le  dauxième , 1 

zçzn.Sn M ( n — 1 ) V^r, 
qui  devient 

6 tJj  B Vr  = *—  6 rVr , " 

parce  que 

tS^B  = — (A*  — 3 B ) = — r; 
le  troisième  terme 

• , » t ' . • ; ; * . ; 

n . n — ! n T > • * 

SnL(n — 1 ) r, 

qui  devient 

13  <?,  A = o, 

parce  que  la  fonction  dont  il  est  composé  , 
savoir  : 

. . , ,T 

_ „ . . n./x — i.n  — o ... 

— ( n 3 )-A“  2 4-  tr-i — A?  * B etc. 

2 « 3 

I » » . : * w • r.  ■ . ♦ ■ «*'L  * il*  « > 

contient  dans  tous  ses  termes  71-* 3,  qui  est 
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= o ; mais  ce  n’est  pas  à dire  pour  cela  qu’il 
faut  s’arrêter  là  : le  terme  suivant, 


n.n  — i ,n  — a 


i.a.3 


Sn3  (»  — i Y r^r. 


qui  devient 


= 8.Si.rŸÏ, 


(car  le  premier  coëfficiént  de  l’équation  = i ) 

= 8 r^~r , 

parce  que  la  fonction  de  Si  ne  consiste  plus 
que  dans  le  terme 

— ( n — 4 ) A"-3  = i ; 
en  récapitulant  on  a 

=rr  (3 '•^q=<S'C, 

comme  on  l’a  vu  ci-dessus. 

Pour  avoir  la  valeur  de  b , j’ai , dans  la 
deuxième  ligne  de  la  formule,  le  premier  terme 

je  le  prends  positivement  tel  qu’il  est  dans  la 
formule , parce  que  les  termes  de  cette  ligne 
proviennent  des  fonctions  de  w et  de  p élevé 
à une  puissance  paire  ; le  deuxième  terme  qui 
contient  S A est  = o ; le  troisième  terme  qui 
contient  S i est  = i x 4 r , , 
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d’où  j’ai  _ 

b = H4r+«y,B)  = f(4r-r)=r, 
comme  ci-dessus. 

Pour  avoir  a , qui  appartient  à un  degré  im- 
pair, je  reprends  les  signes  additionnels  con- 
traires à ceux  de  la  formule.  Le  premier  terme 
de  la  troisième  ligne 

= -^T*$J'  = «y»A  = o; 
n 

il  ne  reste  plus  que  le  deuxième , qui , à cause 
de  Si  = i , donne  a=2V/r,  comme  ci-dessus. 

227.  En  récapitulant  donc  les  règles  à ob- 
server dans  l’application  de  cette  formule  : 
i°.  Le  double  signe  zp  prend  la  place  du 
signe  -j-  , et  réciproquement  pour  tous  les 
coëfficiens  qui  appartiennent  à une  puissance 
impaire  de  z ; 

a°.  SnB  = — r; 

3°.  S A=ro; 

4°,  Si—  1.  , ... 

Si  j’applique  cette  formule  au  quatrième  de- 
gré avec  l’observation  de  ces  quatre  règles  j 
j’ai 

d=7-(5Dq=3.4*S'4Cj/> — 54r*=f:o  + 81  r*). 

=-^-(»yD  + 27  r*  3 . 4 <S4C  V~r)m 
44 
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c—~(=pSC  — grV^rq^o  + 27  r^r. 

' ' > ' 

— 7r(3'9rV/^=F‘5,C. 

4 

^ = 7 ( — rq=o  + 9r)=  2 r. 

1 T * • 

a = o + 3 r. 

Ces  différentes  valeurs  sont  conformes  à celles 
qu’on  a obtenues  ci-dessus. 

En  1 appliquant  encore  au  cinquième  degré 
on  obtiendra  également  le  même  résultat  que 
ci-dessus.  Ainsi , à l aide  de  cette  formule  , on 
peut  immédiatement  former  la  double  équa- 
tion en  z , il  suffit  de  calculer  les  relations  SC , 
«?D,  SE,  etc.,  dont  on  connaît  la  loi. 

On  peut  alors  résoudre  cette  double  équation 
parla  formule  générale  exposée  dans  le  tableau 
précédent,  et  l’on  peut  même,  si  l’on  veut,  se 
procurer  une  formule  où  tous  les  radicaux 
, etc.;  et  les  valeurs  A',  A",  etc. 
soient  exprimés  immédiatement  en  fonctions 
des  relations  «ÇC  , tîD  i 4ÎE,  etc. 

‘ t 
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CHAPITRE  VII. 

De  la  décomposition  des  équations  en  facteurs 
réels  du  deuxième  degré. 

Ce  dernier  mode  de  solution  est  nécessaire 
pour  décomposer  en  facteurs  réels  les  équa- 
tions qui  ne  contiennent  que  des  racines  ima- 
ginaires. 

PREMIERE  SECTION. 

T ' 

228.  De  la  résolution  des  équations  du  quatrième 
degré. 

Je  décompose  l’équation  générale  du  qua- 
trième degré, 

x*  + A x9  -t-  B**  4-  à x -H  D o , “ 

en  deux  facteurs 

(x*  + Px  + Q)  (x*  + />*  + ?)  = ©> 
en  la  recomposant,  j’ai 
. x 4 + Vxs  + Qx* 

+ /)x5+  P p x*  + Qpx 

H-  ç x*  + P y x + Q y 
J’obtiens  de-là  quatre  équations  auxiliaires, 

*• A = P •+•  p ; 

a.;....  B = Pp  + Q-p  q; 

3 C = Qp  + Vq  ; • •*  < ( rA 
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J’ai  de  plus  les  deux  inéquations  pour  le  pre- 
mier facteur , 

QCïPVi 

pour  le  deuxième , 

D’abord  avec  l'équation  :,•> 

r-  * • Q^B-Pp-ç, 

et  l’inéquation 

. ’ * - Q<fP*, 

j’obtiens 

3 P*  — 4 AP  + 4 B 
? > — __ , 

puis  avec  l’inéquation 

’ * ' * * * - » . * . 

je  parviens,  en  mettant  pour  p sa  valeur 
= A — P, 

à cette  inéquation  du  deuxième  degré , 

_ . , u 4 B — A* 

P — 4 A P + — <o, 

a 

qui  donne 


P<f(A+  /3A‘-8B~), 

P > v ( A — y 3 A*  — 8 B).  . , 

Pour  avoir  la  quasi-valeur  dep,  je  mets  À — p 
à la  place  de  P,  dans. ces  deux  quasi- valeurs  } 
et  j’ai , pour  la  première, 

P > i(A—  V 3 A*  — 8B)}  , 
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pour  la  deuxième  , r, 

/><£(  A+  V 3 A*  — 8 B ). 

Ces  deux  dernières  quasi  - valeurs  sont  les 
mêmes  que  les  deux  premières  ; mais  dans  un 
ordre  renversé  , d’où  l’on  voit  que  les  deux 
quasi-valeurs  de  P sont  les  deux  quasi-valeurs 
de  l’équation  P et  p. 

22g.  J’aurai  donc 

P<HA+  3 A*  — 8 B ) = < 
et  ' P >t(A— ? V 3 A*  — 8B)=>t. 

On  peut  conclure  d’après  le  raisonnement 
qui  a été  fait  ci-deSsus  (5i)  que  ri  est  la 
quasi-valeur  de  combinaison  de  la  somme  des 
deux  plus  grandes  racines  de  la  proposée , et 
que  *•  est  la  quasi-valeur  de  la  somme  des  deux 
plus  petites  racine». 

* On  peut  voir  que  la  relation  des  deux  pre- 
miers coëfficiens 

3 A*  — 8 B , 

. r \ ! v ; . . . A . ♦ 

est  la  même  que  celle  qu’on  a trouvée  dans 
les  deux  premiers  modes  de  solution. 

Quand  on  a 

3 A — 8B  <0, 

les  deux  expressions  dé  ri  et  t sont  imaginaires. 
Il  semble  que,  dans  ce  cas,  il  doit  en  résulter 
la  même  difficulté  de  calcul  que  dans  les  deux 
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modes  pre’cédens  ; mais  on  verra  que  ce  cas 
ne  souffre  aucune  difficulté , et  qu’on  peut 
parvenir  dans  tous  les  cas  à décomposer  l'équa- 
tion en  facteurs  réels,  lors  même  que  toutes 
les  racines  sont  imaginaires. 

a3o.  Pour  obtenir  les  quasi-valenrs  de  Q 
etÿ,je  procède  égalementde  la  première  équa- 
tion auxiliaire  vers  la  quatrième,  et,  pour  évi- 
ter toufe  discussion  inutile  sur  la  direction  du 

> 

signe  d’inéquation , j’employerai  dorénavant 
le  signe  f|  , à l’exception  deîquasi-valeurs  ori- 
ginelles n et  t,  dont  je  déterminerai  la  direc- 
tion, J’ai  donc  de  i et  a , 


Q ||  B — n w — q, 
et  de  i , a , 3 , 

C — ( B — n “w  ) » 


s-  * 


n — i 


Cette  quasi-valeur  est  incomplète,  parce  qu’elle 
ne  renferme  pas  la  relation  du  dernier  coeffi- 
cient , elle  servira  à trouver  la  quasi -valeur 
deQ,  par  la  quatrième  équation  auxiliaire, 
et  j’ai 

23i*QI1  C-(B— 

En  commençant  par  prendre  .In  -,  ;j 
y II  B — n»  — Q, 


u.t 

Y. 

. . r , 
;?•■*;)  r*vî. 
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j’âi  d’abord 

Q II  (B  — B»)n  — C; 

d’où  j’ai  de  même 

(n  — -JD 


319 


232. 


(B  — n-)n  — C*  * * 


v. 


La  première  de  ces  deux  quasi- valeurs  appar- 
tient ou  correspond  à P,  et  la  deuxième  à p. 
Si  l’on  change  dans  cette  dernière  ri  en  v,  et 
" en  n ; c'est-à-dire,  si  l’on  change  le  signe  du 
radical  originel , on  obtiendra  la  quasi-valeur 
de  Q,  et  réciproquement. 

_ Si  l’on  exprime  net^en  valeurs  de  coeffi- 
ciens  de  la  proposée,  ou  a 

4Dt/3A*-8B  ^ 

4C  — ( A‘— a B) (Â—y/  3X^8B)’ 

••  j i • ‘i  , 

4 d v/~3Â*  — a b 

9 (A*  — 2B)(A  + v/3r*^8B)--4C' 

. - 

On  peut  encore  donner  aux  deux  quasi-valeurs 
de  y et  Q les  deux  formes  suivantes  : 

( A — ay)D  j ■ 

( A — ) ( B A — -p  ) — C 

y_  (A  3^)P 

C — B 'b  •+•  A v%  — * . 

\ ■ *•  • 1 • » 

fi35.  Maintenant;  pour  compléter  les  quasi- 
valeurs  originelles  » et'  n , je  remonte  en  par- 
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tant  de  la  quatrième  équation  auxiliaire  vers 
la  première  ; je  complète  d’abord  p en  fonc- 
tions de  sa  quasi-valeur  correspondante  v , et 
j’ai  immédiatement  des  deux  équations  4 et  3 , 


v — kv% 
D — v' 


j’aurais  eu  également, 

piicv-av‘ 
11  d — y» . 


• • • — k n • 


On  peut  remarquer  maintenant  que  pour 
compléter  la  quasi-valeur  de  p , on  a suivi  la 
même  que  celle  qui  a été  suivie  dans  la  dé- 
composition simple  des  équations  pour  com- 
pléter et  concentrer  les  quasi  - valeurs  origi- 
nelles : on  a d’abord  pris  la  quasi-valeur  de  Q 
dans  cette  direction  par  l’inéquation 


Q < B — n«-  ; 

puis  en  partant  de  la  dernière  équation  auxi- 
liaire 

c — p’Q, 

pour  le  troisième  degré , on  a eu 

C 


et  ainsi  des  autres.  Cette  marche  est  nécessaire 
pour  la  concentration  dans  la  décomposition 
double  comme  dans  la  décomposition  simple. 


* 
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On  peut  représenter  la  suite  des  opérations 
à faire  dans  le  tableau  suivant:,  - „ __  . 

234.  (*“  +/)*',+  ?)(**  4 Pa?  + Q")=>o. 

P>i(  A— \/  3 A*  — 8B)  = >-»s.' 

3Al  — 8B)  = <n} 
d’ou  i°.  .*£  ùr \ 


•r  11 


ô II 


(B — n«)n — G 

’*  j;I  ’in7  «•> 

-7  ^ ^ C— (B-— n»)*)  H V:*  * 

d’où  a®.  * h'!  'JUP  1 ' • ••!«Fmoq*y  i 


«lia  r 4 i 

*“  afa  \\±* +•  — „ i noiîiau 

*3 1|  i n — y/  — V 9 rKF,),; 

*4  U T n + 

J.  /Jtf|  , » ...  ..  ’V  f,  ” 

je  prendrai  pour  exemple 'l’équation 

• : . * pi;v.  ; / nisli. / 

; X4  rt-  12  *3  + 4.9  *V+  78  * + 4d  ==  ot,  f>} 

dont  les  facteurs  sont  ....  , ......  ..}  . . 

, (at  + l)(*  + 2)(*+4)(a;+5)taO, 

21 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


3ai 


j’ai 

«=  2,8^775  1 ; ; 0 C p — 1,90597, 

n « 9,16225  \ OU' 1 *:{  -V  sa  1^,8691  i 


ou  2° 


(J  .....  1 *.  li  1,0189, 

kv=  2,8895  ) 3..  ».  Il  -.8,05, 

An=9,IIo5  } I X,3  II  4*2004, 

( Xh  II  4,85a. 


On  voit  que  la  quasi-valeur  de  la  première 
racine  est  la  plus  rapprochée  de  la  racine 
correspondante , et  que  celle  de  la  dernière  en 
est  la  plus  éloignée  ; ce  qui  est  conforme  à ce 
qui  a été  vu  dans  le  mode  précédent  de  dé- 
composition. û/: 

235t.  En  considérant  les  expressions  de# 
quasi-valeurs  v et  V,  on  voit  qu’elles  sont  sus- 
ceptibles de  se  concentrer  comme  la  quasi- 
valeur  simple  » du  môde  précédent  de  décom- 
position ; elles  contiennent  l’une  et  l’autre 
l’expression 

"77(*  — n -O  , 

d’après  laquelle  elles  doivent  s’approcher  de 
la  valeur  vraie  à chaque  pas  de  concentration; 
et,  par  une  conséquence  nécessaire,  1®  doit 
se  concentrer,  également,  ainsi  que  ifctT-,  fcéWr- 
me  étant  exprimés  en  fonctions  de  v et  de  V, 
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«t  ulfcérieuTement  en  fonctions  de 


ou 


B — n -3T , 
B — kn  w. 


On  a vu  dans  le  mode  de  décomposition 
simple,  que,  d’après  l’inéquation  p,>w,  il 
en  résultait  la  série  de  concentration 

v < k v < y v < k"  v , etc, , 

A A /\  A 

Pt  P - Pi  Pi 

dont  la  limite  était  la  valeur  de  p , , et  qu’en 
donnant  à » une  valeur  w'  plus  grande  que  la 
première  racine  , mais  moindre  que  la  deu- 
xième, on  avait  une  autre  série  opposée 

0 v > k «■'  > k?  v , etc.  » 

V V V 

Pt  Pt...  P,. 

qui  se  rapprochait  de  la  racine  en  sens  con- 
traire ; on  doit  avoir  la  même  chose  pour  la 
Concentration  de  la  première  combinaison  bi- 
naire déracinés  w,  et  pour  l’autre  paire  n qui 
en  dépend.  C’est-à-dire  qtie  c’est  la  seule  dis- 
position de  racines  par  combinaison  binaire  , 
qui  puisse  se  concentrer.  De  sorte  que  si  l’on 
donnait  à »'  un  vâlenr  qui  fût  très-rapprochée 
de  la  deuxième  combinaison  de  racines  , oü  de 
la  combinaison  de  la  première  racine  avec  la 
troisième  sans  cependant  l’atteindre , la  série  de 
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concentration  ramènerait  à la  valeur  de  la 
première  combinaison,  et  si  l’on  donnait  à *■' 
une  valeur  qui  dépassât  cette  deuxième  , la 
série  de  concentration  l’en  éloignerait  encore. 

On  voit  que  pour  concentrer  il  faut  se  ser- 
vir des  mêmes  formules  que  celles  ci-des- 
sus (86),  qui  donnent  les  quasi-valeurs  com- 
plètes, en  y substituant,  A-sr,  An  à la  place  de 
T et  de  n ; cela  posé  pour  concentrer  l’exem- 
ple ci-dessus , je  ne  prendrai  pas  la  quasi-va- 
leur totale  , b î - . >' < ' 

r A »■  = a,88y5  ; 

mais  comme  elle  va  èn  croissant , je  ne  prends 
qu’une  seule  décimale  en  complétant  celles 
que  je  néglige  ; ainsi  » 

je  fais  kzr  — 2,9 d’où  kv  = 1,4419 , 

-d’où,  k'w  = 2,93j3;  ;,«p 

en  suivant  directement  tous  les  pas' de  cette 
concentration  la  marche  serait  lente  , pouf 
' l’accelérer  si  je  complète  là  prem  ière  décimale , 
j’aurai  le  nombre  3,  qui  est  la  valeur  juste , 
r je  la  dépasse  à dessein  , et 

.je  fa,is  k «r  — 3, 1 d’où  A v = 2,05? , . 

. d’où  iV  = 3,o6o3.  ■ 

' Comme  dans  ce  deuxième  cas  la  quasi-valeur 
concentrée  k‘  «•  est  plus  petite  que  la  valeur 
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supposée  A®,  je  conclus  que  j’ai  dépassé  la 
■valeur  de  p , par  la  supposition  de 
k & = 3,r  ; 

d’où  j’ai  les  deux  quasi-valeurs  opposées 

P > 2,g3i2, 
p < 3,o6u3, 

dont  la  quasi-valeur  moyenne  est 

P II  a,9958*  : 

Comme  j’ignore  si  elle  est  trop  grande  on 
trop  petite  , je  la  concentre  et 
de  A-  = 2,9958  ) 

J ai  k r = 2,9971  J 

j’ai  donc 

P *>  2i997r  » 
p < 3,o6o3. 

Je  ne  prendrai  pas  la  valeur  moyenne  entre 
ces  deux  limites,  car  le  pas  de  concentration 
de  la  limite  supérieure,  ou  sa  différence  avec 
le  nombre  supposée 

A'®-  — k« r = 0,001 3 , 

e ' . 

est  beaucoup  plus  petite  que  le  pas  de  con- 
centration de  la  deuxième  limite,  qui  provient 
de  la  supposition  de 

h <9  — 3, 1 , 

et  dont  le  pas 

=='0,0397.  . 
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Je  conclus  de-là  que  la  première  limite  est  beau- 
coup plus  rapprochée  de  la  valeur  de  p ; pour 
la  concentrer  je  complète  la  troisième  déci- 
male, les  deux  premières  étant  les  mêmes  que 
dans  la  quantité  supposée  ; mais  en  la  com- 
plétant , sa  limite  serait  = 3 , et  comme  je 
sais  que  c’est  la  valeur  vraie , je  la  dépasse  , et 
je  fais  k v -s  3,ooi ......  d’où  kv  — a,oo6 , 

d’où  k!  ■*  = 3,0007; 
d’où  j’ai 

P > a»997I  » 

p < 3,0007. 

Comme  la  deuxième  limite  est  à présent  la 
plus  rapprochée  , je  complète  en  décroisse- 
ment la  dernière  décimale  7,  j’auraisencorela 
valeur  3 , je  la  dépasse  et  je  fais 

k *■  = a, 9999 kv  — 1 *99994  » - 

k'™  — 2,99994  ; 
d’où 

P > 2,99994, 

p < 5,0007  ; 

je  complète  alors  la  première  de  ces  deux  li- 
mites et  je  fais 

k « = 3,oooi kv  = 2,00006  , 

k'  = 3,00007  ; 
d’où 

P > a,99994 , 

p < 3,00007, 
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dont  la  valeur  moyenne  est 
p ||  3,ooooo5  ; 

en  faisant  un  nouveau  pas  de  concentration  , 
j’aurais 

p (I  3,oooooo5 , 
et  ainsi  de  suite. 

J’ai  concentré  les  deux  limites  comme  si  la 
valeur  à laquelle  on  doit  aboutir  était  incom- 
mensurable. On  peut  remarquer  que  quand 
les  valeurs  que  l’on  cherche  par  la  concentra- 
tion sont  commensurables  , les  décimales 
exactes  des  deux  limites  opposées  spot  expri- 
mées par  des  9 dans  la  limite  inférieure  à la 
valeur,  et  par  des  zéro  dans  la  limite  qui  lui 
est  supérieure. 

Mais  quand  la  valeur  à laquelle  on  doit 
aboutir  est  incommensurable,  les  décimales 
exactes  sont  identiques  dans  les  deux  limites 
opposées. 

236.  Les  pas  de  concentration  étant  d’au- 
tant plus  petits  que  la  limite  est  plus  rappro- 
chée de  sa  valeur  vraie  , on  peut  considérer 
qu'ils  sont  proportionnels  à cette  distance , 
quoique  ce  rapport  ne  soit  pas  bien  exact , il 
aide  à accélérer  la  concentration.  Je  suppose , 
par  exemple,  que  j’aie  les  deux  limites  oppo- 
sées 


Digitized  by  Google 


3*8 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


p > 1,4352, 

P < *>4357  » 

et  que  le  pas  de  concentration  de  la  première 
ne  soit  que  le  quart  de  celui  de  la  deuxième 
comme  l’intervalle  qui  les  sépare 
= o,ooo5 , 

j’augmenterai  dans  ma  nouvelle  supposition  la 
première  limite  de  0,000 1 , ou  je  diminuerai 
la  deqxiècçe  de  0,0004,  et  je  fer.a*  • 

mu  >». . 1 1 ) i tb-  = i ,43d3. 

En  opératat  ainsi  successivement , je  pourrai 
acquérir  urre  décimale  exacte  à chaque  opéra- 
tion , et  il  n’en  faudra  jamais  plus  de  deux. 
C’èst  par  ce  moyen  qu’on  peut  concentrer  les. 
quasi- valeurs  , lorsque  la  concentration  di- 
recte , ou  sans  supposition  est  trop  lente. 

On  voit  qü’en  concentrant  seulement  -a  on 
acquiert  là  valeur  concentrée  de  n.  Si  l’on  Veut 
avoir  la  quasi-valeur  Y de  Q,  il  faut  la  pren- 
dre idaprès  la  formule  ' ’ 

:V  ? l,i;!  Q,.  (**-»)!> 

: . . . V.ll  (_;  — (B  — n •=■) 0 * 

Dans  l’exemple  ci-dessus  on  obtient  exacte- 
ment1'- ’’  ■ ' ; i 

«*I  «*qtv  *.»î.  ( Qp  raiao  , ' 

au  lieu  î|t#e  si  on  la  prend  on  divisant  le  der- 
nier terme  D par  la  quasi-valeur  concentrée 
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Xp,  on  obtient  une  valeur  moins  exacte  , on 
fait  rétrograder  d’un  pas  la  concentration  ; car 
alors  on  a Y par  la  formule 

Q || 

li  _ 9* 

237 . Par  ce  moyen  on  peut  donc  décom- 
poser  une  équation  du  quatrième  degré  en 
deux  facteurs  du  deuxième  avec  des  coëfficiens 
aussi  exacts  qu’dn  veut  les  avoir.  Mais  cette 
décomposition  ne  peut  se  faire  que  par  la  sé- 
paration de  combinaison  des  deux  plus  petites 
racines  d’avec  celle  des  deux  plus  grandes, 
comme  je  l’ai  dit,  et  comme  on  peut  le  voir 
par  cet  exemple , dans  lequel  la  seconde  com- 
binaison de  racines  est 

(*.+  *)  (*  + 4), 

qui  donne  p — 5 ; je  fais  d’abord 

* = 4>9 v—  3,84 , 

* » =*  4>4  » 

où  l’on  voit  que  la  concentration  éloigne  de  la 
valeur  p = 5 et  rapproche  de  p = 3.  Je  dépasse 
maintenant  la  valeur  de/?,  pour  cettedeuxième 
combinaison  , et  je  fais 

» = 5,i <>  = 4,1644, 

k™  — 5,42. 

On  voit  que  dans  ce  deuxième  cas  j’éloigne  en- 
core dep=5-  Ainsi  l’on  voit  que  la  deuxième 
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combinaison  de  racines  est  inconcentrable  , 
comme  la  deuxième  racine  dans  la  décompo- 
sition simple  et  par  le  même  principe. 

Je  ne  m’occuperai  pas  de  la  troisième  com- 
binaison de  racines  ni  des  suivantes,  parce 
que  n , variant  par  rapport  à w , est  tantôt 
plus  grand  et  tantôt  plus  petit , selon  le  rap- 
port des  racines  entr’elles.  Il  en  résulte  une 
complication  pour  les  différens  cas,  dans  la- 
quelle il  est  inutile  de  s’embarrasser. 

11  suffit  de  savoir  que  les  formules  ci- dessus 
donnent  des  quasi- valeurs  qui  appartiennent, 
pour p et  q , à la  paire  des  deux  plus  petites  ra- 
cines ; et  pour  P et  Q à la  combinaison  des  deux 
plus  grandes  ; et  de  savoir  que  ces  mêmes  for- 
mules servent  à la  concentration  de  ces  quasi- 
valeurs. 

a38.  J’ai  supposé  que  toutes  les  racines 
étaient  du  même  signe , et  ce  n’est  que  dans 
ce  cas  que  le  calcul  des  inéquations  peut  ré- 
soudre les  équations  soit  en  facteurs  simples, 
soit  en  facteurs  composés.  Mais  si  les  racines 
étaient  en  parties  négatives  et  positives  , il 
serait  facilede  ramener  l’équation  à avoir  toutes 
ses  racines  du  même  signe.  Il  faudrait , pour 
cela  , prendre  la  quasi- valeur  originelle  de  la 
■première  racine  , d’après  le  mode  de  décom- 
position simple , d’après  laquelle  on  a 
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p,>i(A— 3v/A‘  — = 

puis  en  faisant 

x — — (■•  -f  z)  , „ 

et  en  substituant  cette  valeur  à la  place  de  x 
dans  la  proposée , on  aura  l’équation  en  z , 
dont  toutes  les  racines  sout  positives,  et  qu’on 
pourra  alors  décomposer  en  deux  facteurs  du 
deuxième  degré  ; alors  il  sera  facile  d’avoir  les 
valeurs  des  coëfficiens  des  facteurs  du  deuxième 
degré  en  x , comme  on  le  verra  par  les  exemples 
qui  suivront. 

Dans  l’exemple  qu’on  vient  de  résoudre , 
toutes  les  racines  étaient  réelles.  Il  s’agit  de 
voir  maintenant  comment  il  faut  procéder  dans 
la  résolution  des  équations  qui  contiennent 
des  racines  imaginaires. 

23q.  Il  faut  d’abord  distinguer  deux  sortes  raci- 
d équations , dont  les  racines  sont  imaginaires  ; naire*.  * 
la  première  sorte  appartient  à celles  qui  don- 
nent , poür  ri  et  «- , des  quasi-valeurs  toutes 
réelles  , ce  qui  a lieu  toutes  les  fois  que  le 
radical  originel 

V 3 A*  — b B , 

est  réel  ; la  deuxième  sorte  renferme  les  équa- 
tions dans  lesquelles  ce  radical  est  imaginaire. 

Je  vais  m’occuper  d’abord  de  la  première 
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sorte;  il  faut  alors  distinguer  deux  cas,  i°.  lors- 
que toutes  les  racines  sont  imaginaires  ; 2°.  lors- 
qu'il y en  a deux  de  réelles  et  deux  d’imagi- 
naires. » 

D’abord  lorsque  toutes  les  racines  sont  ima- 
ginaires , les  formules  de  solution  décompo- 
sent l’équation  en  ses  deux  facteurs  réels.  En 
effet  les  racines  imaginaires  , comme  on  l’a 
déjà  vu,  ne  peuvent  se  trouver  que  par  paires 
de  deux  racines  , don  t la  partie  réelle  est  égale  , 
et  dont  la  partie  imaginaire  ne  diffère  que  par 
le  signe  dans  les  deux.  De  sorte  que  l’équation 
peut  être  considérée  composée  de  cette  ma- 
nière : 

[(*  + a)*+/][(tf+£)‘  + g]=o; 

les  deux  quantités  / et  g exprimant  la  partie 
imaginaire  dans  les  deux  paires  de  racines. 
Cela  posé , puisque  les  formules  décomposent 
l’équation  en  deux  paires  de  racines,  dont  la 
première  contient  les  deux  plus  petites , et 
la  seconde  les  deux  .plus  grandes , il  est  né- 
cessaire que  les  coèfficiens  «•  et  v appartien- 
nent à la  première  paire  de  racines  imagi- 
naires , et  n et  V à la  seconde  ; donc  les  for- 
mules de  décomposition  ne  dépareillent  pas 
les  racines  imaginaires  de  l’équation;  donc  les 
facteurs  que  l’on  obtient  doivent  être  réels  ; 
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donc  les  quasi-valeurs  des  coëfficiens  peuvent 
se  concentrer.  Il  faut  remarquer  que  les  fac- 
teurs ne  peuvent  être  imaginaires  qu’autaut 
qu’ils  contiennent  deux  racines  dépareillées. 
Ainsi  les  facteurs  contenant  les  racines  appa- 
reillées seront  : 

I "..(*  + V —f){.x+a—  l/  —f)~x-+^ax+  a*  +/, 

2e....(4t  -f -&4-  j/  —g)  {x+b—y'  —g)  =x*+ibx  -f  6*+^); 
et  en  les  dépareillant  de  cette  manière  : 

**r • • . ( x -f-  a + V — f)  ( x 4-  b — V — g ), 
a*..  . . (æ  + a — V —f)  (x  -+-  b + V — g) y 
chaque  produit  binaire  ne  pourrait  plus  don- 
ner un  résultat  dégagé  de  quantités  imagi- 

• • .•  * • , r'  M • ’ 

naires. 

Je  prends,  pour  exemple,  l’équàtion 
x*4-7x34-  16x4-  io  = o, 

qui  a pour  facteurs 

(x*  4-  x 4-  î ) ( x*  4-  6x  4-  10  ) = o , 
j’ai  d’abord  pour  les  formules 


n =5,6794. 

<tt  = i,3oo6 *>=i,2o65.  Différences. 

d’où  ............  .v. . ; o,a56. 


K-  v=  1,0666. . . . .Æ»>=i, oa85. 

o,o566. 

h' «=1,00998. . . .£(>=1,004. 

......  .....v  0,00822. 

^=1,00176.  . 
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J’ai  fait  ces  trois  premiers  pas  de  coiicetl-^ 
tration  directement  ; c’est-à-dire  sans  faire  au- 
cune supposition  de  Valeurs  , et  toujours  d’a- 
près la  valeur  trouvée.  On  voit  ici  d’abord  que 
la  concentration  est  assez  rapide , en  second 
lieu  les  différences  des  pas  de  concentration 
font  voir  qu’elle  est  convergente. 

On  peut  voir  de  plus  que  l’on  s’approche 
de  la  valeur  par  une  suite  de  décroissemens, 
tandis  que  l’on  sen  approche  par  une  suite 
d’accroissemens  quand  les  racines  sont  réelles , 
c’est  ce  qui  distingue  les  facteurs  de  racines 
réelles  de  ceux  qui  sont  une  combinaison  de 
deux  racines  imaginaires. 

Maintenant , au  lieu  de  continuer  la  concen* 
tration  de 

k'n  r=s  i ,00998  , 

je  complète  les  décimales  et  je  franchis , à des- 
sein , la  valeur  vraie  qui  est  = 1 , en  faisant 

k nr  = 0,99 k V = 0,9958 , 

k!  = 0,99812. 

Ainsi,  dans  ce  cas , la  série  de  concentration 
a lieu  dans  une  direction  opposée  quand  on  à 
franchi  la  valeur  3 comme  dans  les  équations 
dont  les  racines  sont  réelles  ; j’ai  donc 

. ...  . . p < 1,00176,  • 

P>  0,99812; 


/ 
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quasi-valeur  moyenne 

P II  °»9999^* 

En  prenant  les  quasi-valeurs  de^etA-V,  l’équa- 
tion  se  trouve  décomposée  en  ces  deux  fac- 
teurs : 

t l 

+ o»9999^  * + °»999h3  I!  ° » 
a?*  -+•  6,00006  x + 10,00016  ||  o. 

24o.  Je  viens  maintenant  au  cas  où  l’équa- 
tion contient  deux  racines  réelles  et  deux  ima- 
ginaires. Ce  cas  en  renferme  deux  autres  , le 
premier  est  lorsque  les  deux  racines  réelles 
forment  ou  là  première  ou  la  dernière  combi- 
naison des  racines,  ou  lorsque  la  paire  de  ra- 
cines imaginaires  appartient  à l’un  des  deux 
facteurs  que  donnent  les  formules  ci-dessus.  Ce 
cas  ne  souffre  pas  plus  de  difficulté  que  le  pré- 
cédent, parce  que  les  deux  facteurs  sont  réels. 
Je  prends,  pour  exemple,  l’équation 

x4+  7 x3  + i6x*+  1 5 x 4-  9 = 0, 

dont  les  facteurs  sont 

et  qui  contient  deux  racines  imaginaires  et 
deux  racines  égales  ; je  concentre  d’abord  ses 
quasi- valeurs  directement,  et  j’ai 
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n = 5,6794. 

^ = 1,3206 v—  1,179t. 

k ~ I,o453 k V — 1,0225. 

k' v = 1,0081 k! v = 1,00397. 

1c"‘a  — 1,00 14 • . k"p  = 1,00068'. 

k'"‘ v = j,ooo55. 

Si  je  complète  maintenant  la  première  déci- 
male qui  n’est  pas  exacte  , et  si  en  dépassant 
la  valeur 

je  fais  k v — 0,999 ...  kv  = 0,9995 , * 

j’ai  k'  v — 0,99981  , 

où  l’on  voit  que  la  concentration  fait  remon- 
ter vers  la  valeur  vraie  qu’on  avait  dépassée. 

La  concentration , comme  dans  le  cas  pré- 
cédent , converge  vers  la  valeur  en  sens  con- 
traire de  celui  qui  a lieu  quand  les  racines 
sont  toutes  réelles.  Ce  n’est  pas  à dire  pour 
cela  que  I on  doive  avoir  dans  tous  les  cas  où 
les  facteurs  sont  des  paires  de  racines  ima- 
ginaires 

P <zr,  p>  H; 

mais  on  converge  toujours  en  deux  sens  oppo- 
sés vers  la  valeur , comme  dans  l’exemple  sui- 
vant : 

Soit  l’équation 

**  + 7 x3  •+•  1 5 x%  + 14  x + 18  = 0, 
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dont  les  facteurs  sont 

( **  + x + t ) ( x*  + 6 x -f-  8 ) :=  G , 

on  a 


P<  « = <6,09805. 

P>  ^ = >0,90195 

p>kr=z  >0,9824 

p>*V=>  0,997. 


q>u  0,9462. 

q>^p=>0,g9. 


Je  fais  à présent,  pour  dépasser  la  valeur, 

k w = r,ooi rai  ..a. , c 

« , J 31  *'  = i,ooo5. 

«TouP*— 1,0005.  ' 


Puisque  la  concentration  diminue  la  valeur 
de  Æ «p,  je  conclus  que  j’ai 

p < k'x  =3=  < ï,ooo5,. 
et  que , par  conséquent,  la  concentration  con- 
verge  vers  U valeur  daua  uu  aeua  opposé  ; 
dou  jai  - j 

P > o»997» 

P < 1,000$. 

a4l.  Je  viens  maintenant  au  eau  où  lés 
deux  racmes  imaginaires  sont  les  deu*  racines 
moyennes  de  1 équation,  oulorsque  les  deu***. 
cinés  reelles  sont  la  première  et  la  dèrnière 
e 1 équation  ; par  ce  qui  précède  on  Voit  que 
les  formules  ci-dessus  déoomposent  toujours 
1 équation  en  deux  facteurs,  dont  le  premier 
contient  les  deux  plus  petites  ou  les  deuxprè- 
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mières  racines  de  l’équation,  et  le  deuxième, 
les  deux  plus  grandes.  Il  s’ensuit  que  , dans 
ce  cas,  chaque  facteur  doit  contenir  une  ra- 
cine réelle  avec  l’une  des  deux  de  la  paire  de 
racines  imaginaires  ; on  ne  peut  donc  obtehir 
leur  valeur  qu’en  expressions  imaginaires  ; 
c’est -à -‘dire  qu’on  ne  peut  pas  y parvenir, 
parce  que  la  concentration  ne  peut  conduire 
qu’aux  valetirs  exactes  des  quantités  réelles. 

Pans  ce  c^s  on  peut  avoir  recours  à la  dé- 
composition de  l’équation  en  facteurs  simples; 
la  première  racine  est  alors  réelle,  et  o.n, ob- 
tient facilement  sa  valeur  par  la  concentration. 
(Il  faut  observer  que  les  deux  racines  extrêmes 
ne  peuventrpas  former  la  paire  déracines  ima- 
ginaires, puisque  leur  partie  rationnelle  est  la 
même.  ) !a  "■*>  * inU  mvlr.v 

Néanmoins  on  peut  encore,  par  la  seule  dé- 
composition en  facteurs  doubles  et  indépen- 
damment de  l’autre  méthode,  parvenir  à dé- 
composer les  équations  de  cette  espèce , et  à 
concentrer  les  deux  facteurs  doubles  réels. 
On  a vu  que  lorsque  les  déux  premières  racines 
étaient  de  même  espèce  ou  toutes  deux  réelles 
.ou  toutes  deux  imaginaires  , on  aboutissait 
aux  valeurs  vraies  des  deux  coëffxciens  par 
deux  directions  opposées , d’où  l’on  a conclu 
que  l’on  s’éloiguait  par  la  concentration  de  la 
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deuxième  combinaison  de  racines  en  aboutis- 
sant toujours  à la  première  ; mais  lorsque  la 
première  combinaison  ou  lorsque  la  paire  des 
deux  plus  petites  racines  est  composée  d’une 
réelle  et  d’une  imaginaire , alors  on  frapchit 
par  la  conception  les  Valeurs  des  coefficient 
de  cette  première  paire., ; et  J ’on  aboutit  à la 
deuxième  qui  est  composée  de  ideux.raciqga 
imaginaires-,  etdonttouaJes  çoèfficiens  sont 
par  conséquent  réels.  : , 

Mais , pour  y parvepir  il  £aut  faire  l’incon- 
nue, x y -j-  upe  autre  quantité  assez  grande 
pour  que  les  plus  petites  qpasi  - valeurs  des 
parties  réelles  surpassât  la  partie 

imaginaire 

de  équation  , qui  reste  toujours  la  même 
dans  ce  changement.  Ceci  va  s’éclaireir  par 
des  exemples.  ? , , ,j_ 

Soit  l’équation 

^ + 8xs  + a3x*  + ^ar+  i6  = o,  ^ 
dont  les  facteurs  sont  • c £ : ' i =-  n 

(*+!)(*•  + 3r+'4)(*  + 4)sio^ 

j’ai  ••  '»'*u 

n = 5,4i 4a.  • • • - 1 --  vr  A 

w ==  2,5858.  •••*....  ■ %f  ±±  3,7061. 

h »r=3, 2282.. k v = 

* w ~ 4>74°3>  • • k'  v — 3j#o3i. 

* * = 3,571  v = — 7,5593. 
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On  voit  d’abord  dans  cet  exemple'  qhe  1* 
quasi-valeur  originelle  t a dépassé  la  valeur 
de  la  partie  réelle  des  deux  plus  petites  ra- 
cines, qui  est  = i , pour  la  racirie  réelle , et 
pour  la  partie  réelle  de  l’autre  racine  ='2,5  ; 
la  concentration  fait  également  franchir  la 
paire  des  deux  racines  imaginaires  , ensuite 
on  obtient  des  quasi-valeurs  divergentes  qui 
n’ont  aucune  loi , et  qui  dépendent  de  la  par- 
tie imaginaire  qui  est  une  quantité  purement 
additionnelle  ajoutée  au  quarré  dfTin  binôme. 

Mais  , maintenant,' Jsi:  je  4, 

j’aürai  Téquationp  . .d.j  <■  .1  v < . 

c ji'  ; u\  ir  ,rx„.r/ 

y 4 +‘a4  y + 21 5 y + 856 y + 1280  = 0, 

amolli  ' 1:  , i - . . : i *f  , < 1 = • • < 

dont  les  facteurs, sont)  , •,•> 

Cr+5)  (r*  + 11  a + 33 ) 0*+s>v 

j’ai 

t : i ' Différences- dé  Æv.  . 

n=i3,4i42-  ; ; B.  ; . - : 

tr—  1 0.5858  • • 4 • •• 

a a a . 0,0464. 

h *=10,6322 , .4  *>==29^6466. 

. • 0,0472.  . 

k'  *-=10,6794 «'7=29,8481. 

! 0,0357. 

k’  b-=io,7i5i . . *^*=29, 9147. 

v • ~ ô;oo8i:“-  ■'  ^ 


•N** 
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On  peut  observer  d’abord  que  la  quasi-va- 
leur de  «-  dépassé  , comme  dans  le  premier 
cas  , la  valeur  de  la  partie  rationnelle  de  la 
première  paire  de  racines.  Ensuite , en  remar- 
quant les  différons  pas  de  concentration  on 
les  différence^  de  kn,  en  voit  d’abord  que  la 
deuxième  différence  est  plus  grande  que  la 
première , parce  que  la  concentration  va  en 
s’éloignant  de  la  valeur  de  la  première  paire  , 
puis  ces  différences  vont  en  décroissant , parce 
que  la  concentration  se  rapproche  de  la  deu- 
xième paire  de  racines , il  en  résulte  une  série 
de  concentration , dont  la  limite  est  la  valeur 
de  cette  deuxième  paire.  Il  est  aisé  d’accélérer 
sa  marche  par  les  mêmes  moyens  qu’on  a em- 
ployés ci-dessus,  et  on  verra  que  la  concen- 
tration aboutit  vers  la  deuxième  paire  de  ra- 
cines  qui  est  = 1 1 par  deux  directions  oppo- 
sées ; car  si  je  fais  • 

A-  7r  = 10,9 .kp  = 3i,3o59, 

j’ai  A' t = 10,9235  ; 

et  si,  en  dépassant  la  valeur  ? je  fais 

!•»  = 11,1 kp—  3a,75i42 , 

j’ai  k ir  = li,o5l5. 

Cette  dernière  quasi-valeur  se  rapproche  de 
la  vraie  valeur  1 1 dans  une  direction  contraire 
à la  première.  Ou  peut  donc  résoudre  ces 
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espèces  d’équations  de  la  même  manière  que 
les  autres.  Il  est  facile  de  les  reconnaître , car 
ce  sont  les  seules  qui , par  la  concentration  , 
ne  présentent  pas  immédiatement  une  série 
convergente  de  concentration  ; alors  on  a re- 
cours au  moyen  qu’on  vient  d’employer. 

24a.  Je  viens  maintenant  au  cas  où  le  ra- 
dical originel 

3 A* — 8 B* 

est  imaginaire 


alors  les  deux  quasi-valeurs 

- = i-A  + i/r, 

doivent  être  considérées  comme  la  réunion  de 
deux  racines  dépareillées,  et  r comme  dans  ce 
cas,  les  racines  ont  en  fonction  imaginaire  ce 
qui  constitue  leur  inégalité  , je  décompose  » 
et  n de  cette  manière  : 


ÏAf  

+ i A + ~V  — r ; 


et  je  reforme  les  deux  facteurs  de  l’équatiou 
de  cette  manière  : 


y 


Digitized  by  Google 


DU  CALCUL  DES  I MÉQUATIOKS.  343 

*•  + ~ A*  + i r—  O , 

D 

g,+iÂ-«  + ^A,  il,;  — °- 
, • 6 A T 4ir 

Par  ce  moyen  les  quasi-valeurs  des  racines  se 
trouvent  appareillées  dans  les  deux  facteurs. 
Il  s’agit  de  confirmer  et  d’éclaircir  ceci  par 
différens  exemples. 

_Soit  d’abord  l’équation  , ; ( (t  . 

x 4 4-  4*3  + i5  x*  4-  3a  x 4-  20  = o , 

dont  les  facteurs  sont 

, ..  * * . ) » * 

(x*  4-  x + io)  (x-t-  î)  (x  + a)  = o. 

Dans  ce  cas-ci , comme  la  partie  imaginaire 
domine  la  partie  réelle,  ce  qu’on  reconnaît 
toujours  parce  qu’alors  les.derniers  coëfficiens 
de  l’équation  C et  D sont  très-grands  par  rap- 
port au  premier  coefficient  A , je  fais  donc 

x — z + 10  , 

et  j’ai  la  nouvelle  «}uation  » 

*4  4-  44  z3  + 735  a*  H-  553a  t + 15840 ’i±=.  o , 
qui  a pour  factëurs  ’ 

(z*  + ai  z + 120 ),(*•+•  ii)(z  + ia)  = o, 
j’ai  ___  T.  ,, 

V — r =»  V — 72  , 

alors  j’ai  les  deux  nouveaux  facteurs 
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' D 

■’  + jAs +-■■-,  , v 


■ ,44‘rfcïrJ 


a*  + aa  a .+  i3g  H*, 

«‘•f  2jj  + **3,95  [|  o ; 

: * --  ' 

je  concentre  alors  selon  la  méthode  ordinaire , 
i’ ai  d'abord.  ..  -1  o •“<’  ■ 

O 

'*3!  22. . . . j .....  . .'i  . ...  P 3C=  I ||J.' 

A » =*  ao,683^.  k p =='1  i’5,5776, 

■'  ' =115,6. 

k' v = 21, Il88.  ..  ......  . AV  = 121,9376. 

AV  =-  20,9358^  •;  \-  :• , ...  •„ 

En  concentrant  ainsi  directement  j®  vois  ^lu® 
la  série  est  convergente  et  alternative  ; pour 
accélérer  je  prends  le  terme  moyen  entre  AV 

« i-» 

at,o8.,..„*. . A* p ==  121,2781,  * 

. ,:  )A"V  = 20,980!;  : >1  ' i 
Çn  compensant 

Ar,/p=‘ar,ô^, . . , . . V A'"  p = 120,4692  , * 
A"  «■  = 21,0004  • v ' 

Il  11’est  pas  nécessaire  d’aller  plus  loin  pour  voir 
comment  la  cpnceptçation  $e  fait  rapidement. 
Si  l’on  eût  opéré  ainsi  immédiatement  sur 
l’équation  en  »,  on  aurait  passé  par-dessus  lés 
valeurs , et  on  aurait  obtenu  des  résultats  sans 
aucune  loi  qui  auraient  averti  de  la  nécessité 
de  faire  x =■ z -i-  <3.  •'  • 

Soit  maintenant  proposé©  pour  deuxième 
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exemple  1 équation 

*4  + 3*3  + 9*1  + 9*  + jo=  o? 

qui  a pour  facteurs 

X%  + JC+  2)(æ*+  2ï  + 5)  = 0, 
et  qui  est,  comme  on  sait,  composée  de  quatre 
racines  imaginaires  ; néanmoins  elle  peut  se 
résoudre  immédiatement  sans  qu’il  soit  besoin 
de  la  préparer  , en  la  résolvant  comme  ci- 
dessus  ; on  a d’abord 

y/  — r~  \/  — 45; 

et  la  transformatipn  des  deux  facteurs  donne 
x'+\kx 

*•  + jA* 
j’ai  donc 


+ + ^ (**  + », 


**  4-1,5*+  >3,5, 
5 *+0,74; 


*•=  1,5...,...,,.,,.....  <>  = 0,74. 

k *■ ~o,6d56 kv  = i,g846. 

k'  » = o,gg53. ,. . ..........  k' v~ 3,0018. 

k”  •"■=■  i,ooo3. k"v—  1,99988, 

* 1=5 1 >9999* 

^'--  = 0,99998. 

On  voit  avec  quelle  rapidité  s’effectue  direc- 
tementla  concentration.  Les  valeurs  auxquelles 
on  aboutit  sont  ^ = 1 , p = 2. 

Soit  enfin,  pour  troisième  exemple , l’équa- 
tion 

.x4  + x3  + x*  + x + 10  = 0, 
dont  les  racines  sont  toutes  imaginaires  et  in- 


Digîtized  by  Google 


346  TRAÏTÊ  i MENTAIRK 

commensurables , comme  elle  ne  peut  pas  s » 
décomposer  en  facteurs  susceptibles  de  con- 
centration , telle  qu’elle  est , je  fais 

x = z •+■  10  , 

et  j’ai 

x4  -+•  4i  x3  + 63i  x * + 43ai  x •+•  mao  = of 
j’ai  d’abord 

V~-—T—  V7  — 

et  pour  les  deux  facteurs  transformés 

x»  20,5  x + io6,584, 

-r  x*  -f-  20,5  x + io4,326, 

j’ai  donc 

* = 20,5 v = io4. 

i *■  = 19,5 h V — 96,04. 

k'~  = 19,4. 

Je  vois  que  la  série  de  concentration  va  en 
décroissant , et  je  remarque  qu’elle  a une  mar- 
che assez  lente,  ce  qui  est  une  conséquence 
du  rapport  de  n à w , qui  diffère  peu  de  l’unité , 
et  c’est  ce  qui  doit  arriver  toutes  les  fois  qu’on 
transforme  l’équation  en  ajoutant  à x une  va- 
leur assez  considérable  pour  que  les  valeurs 
de  "■  et  n diffèrent  peu  entr’elles.  Pour  accé- 
lérer la  concentration  , je  ne  la  fais  plus  mar- 
cher directement , mais  par  une  suite  de  substi- 
tutions successives; 
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Différences. 

je  faisF<sr=ig : j’ai  h' *>=91,3971. 

* . .—o,o465. 
d’où  k‘  »=i8,9535. 

Je  fais  i"«r=ï8 t'  v—\  3,g85o5. 

.4-0,0067. 

d’où  t"'w=zi 8,0067. 

J’ai  donc  . 

p < i8,9535, 

/>>  18,0067. 

Comme  la  dernière  différence  est  à peu  près 
dix  fois  plus  petite  que  la  première , 

je  fais  k”‘w=i  8,i j’ai£'"t'=83,78a3. 

-j-0,001. 

d’où  il,trz=i 8,101. 

Je  fais  il,»=i8,2 jfc”,t»=84,58a. 

— 0,0037. 

d’où  Far— 18,1962. 

J’ai  donc 

P>  18,101 , 
p < 18,1962. 

Comme  la  première  différence  est  trois  fois 
plus  petite  que  la  deuxième , 

je  fais  kr  «-=18,12 F «»=83,g4  296- 

4-0,000253.  * 

d’où  /fr.i»=l8,120252. 

Je  fais  i”w=i8,i3, A*'tc=84,0234. 

o,ooo3. 

d’où  F"ir=l8, 1 297. 

J’ai  donc 

p ;>  18,120262 , 
p < 18, ‘1297, 


Digitized  by  Google 


548  TRAITÉ  ÉLBMENTAIR* 

Comme  les  différences  sont  à peu  près  égales, 
Différences.  ' 

je  fais  £n,w=i8,i25 j’ai  *"><=83,983 168. 

— 0,00001 3. 

d’où  *"»«=  18,124987.  

Je  fais  *»»«=  18,124 *'■ • *«»v=83,975ia6. 

+0, oooo63. 

d’où  «-=18,124037. 

J’ai  donc 

p < i8,ia49&7, 

/?>  18,124037.  . 

Comme  la  première  différence  est  plus  petite, 
je  Tais  i-v=i8,ia48 *‘V=83,98i523S. 

— OjOOÛOOOOf). 

doù  *‘«-=18,12479994. 

Je  fais  *‘«=18,12475 P <.=83,981 1 56. 

.....  -+-0,0000007. 
d’où  i‘'«=!8, i2475o3. 

J’ai  donc 

p < 18,12479994, 
p > 18,1247503. 

Je  fais  h»  «=1 8, 1 2478 *‘‘  v=83,98  i 4. 

— 0,00000097. 

d’où  *“V=i8,i2i779o3. 

J’ai  donc 

p < 18,12477903, 
p>  18  ,1247503. 

Comme  les  deux  différences  sont  sensiblement 
égales , je  prends  la  valeur  moyenne , en  m’arrê- 
tant  à ce  degré  d’approximation,  et  j’ai  enfin 

p — 18,124765 83,981278. 

P = 22,875235 .Q=?=  i3a,4io464. 
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r En  reprenant  enfin  la  valeur  de  x, l’équation 
proposée  se  trouve  décomposée  en  ces  deux 
facteurs  : 


x% 1,875^35  X + 3,733628  = of 

x * + 3,875235*  -t-  3,658n4  = o. 

243.  On  peut  également  résoudre  une  équa- 
tion dans  laquelle  le  radical  originel  serait  nul. 

Soit  l’équation 

*4  + 4*3  + 6x*-t-3*  + 3 = o, 
j’ai 

. \fr  ■' 

d’où  je  fais 


d’ 


ou 


j’ai  donc 


n =>  ^ Arj 

x%  + 2 x 4-  1 H o , 

**  + 2*-h3ffo; 


Z=Z- 

a 

. . . . P=  l. 

k *■  = — 

o,5 

• * • * V ^ 0,4444* 

h'  <*■=■ 

0,  ig4-.  •••••• 

....  k'  ♦'  = 0,8191. 

k"  *■=■  — 

0,0981.. . .... 

....  k'  ♦'  = o,54i8. 

k'f~  = 

0,1 167 

....  h"rv  = 0,6268. 

k”v  = 

0, 1 1 86 

.»..  k^p  = 0',6o3l . 

La  série  de  concentration  est  alternative  ; 
pour  la  rendre  plus  rapide,  je  fais  ici  la  com- 
pensation par  les  quasi- valeurs  de,  q , pour 
faire  voir  qu’on  peut  compenser  indifférera- 
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mentpar  les  quasi- valeurs  dèy>  ou  de  y,  j’ai  done 

k"  v = o,6 i44 , 

d’où 

Jcy  = 0,1271 Te  v — 0,61 3; 

j’ai  pour  quasi-valeur  moyenne 

h'v  — 0,6137 , 

dy  s . j '1  { . : . . 

A'1-»  = 0,12754 h^v—  0,61 333. 

En  décomposant  encore,  et  prenant  de-là 
la  valeur  de  j’ai  les  deux  équations  avec 
4 décimales  exactes  : 

x*  + 0,1273»  + 0,61 35  =0, 
x*  + 3,8727  * + 4*88997  = o. 
Maintenant  si  j’avais  l’équation 
x*  + 4 *3  + 6 x*  + 3 * + 1=0, 
qui  ne  diffère  de  la  quatrième  puissance  du 
binôme  x + 1 que  par  le  coefficient  du  troi- 
sième terme  auquel  il  manque  une  unité;  on 
ne  pourrait  par  la  méthode  précédente  que 
décomposer  l’équation  én  deux  quarrés  parfaits 

( X*  ~j-  2 X + I ) ( X%  + 2 X + I ) = O, 

î . ' T 1 

et  l’expression 

Cv — : A v% 

D — v* 

donnerait  une  valeur  infinie,  elle  est  égale  à 
quand  la  quatrième  puissance  est  exacte. 
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Il  ne  faut  pas  conclure  de-là  qu’il  y a des 
équations  composées , que  le  calcul  des  iné- 
quations ne  puisse  pas  décomposer  en  facteurs 
du  deuxième  degré. 

244.  En  effet  en  reprenant  ci-dessus  (23a) , 
on  a,  i°.  de  la  troisième  inéquation  auxiliaire 


Q 


C — qV 
A — P 


J 


3°  o i.  P*  • 

j’obtiens  de-là  l’inéquation  •••••• 

-,  i>  . P3  — AP*  + 4C 

»>: — « — ■ 
et  avec  l’inéquation  - ' 

9<ïP*> 

j’obtiens  l’inéquation  du  deuxième  degré 

AC 

P*-AP  + qT<o; 


de-là  on  obtient  encore  les  deux  quasi-valeurs 


Ces  deux  quasi-valeurs  sont  les  mêmes  que  les 
deux  précédentes  n et  * ; la  seule  différence 
est  que  le  radical  originel  exprime  la  relation 
des  deux  coëfficiens  A et  C ; elle  est  telle  qu’il 
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est  =o  quanti  toutes  les  racines  sont  égales  * 
comme  pour  l’autre  radical 


En  appliquant  ces  nouvelles  quasi-valeurs 
au  problème  propose' , on  a 

sr=  ifr'  — a. 


n = 3 : -Y  =r=  ©,6666/. 

*•  = * . v = o,3333. 


On  a pris  ici  les  quasi-valeurs  de  V et  v par 
les  formules 

(4>  — 0)D 

V ~ (B  — $?)7— C* 

comme  ci  - dessus.  Eh  se  servant  dès  même* 
formules  pour  la  concentration  , on  a 

<*=i. v =s  o,3333. 

& *•==  0,6a5..  . . . ; . I . .Æ  v = 6, 3714. 

X:'  w = o,56o8.. . ..«,j ........  A'  *>=o,a5f)7. 

A"  »■  — o,546  A''  i»  = 0,3594. 

*'"»  = 0,54579.  • > » 

Je  vois  que-  ld  série  est  décroissante  , pour  !st 
franchir  je  prens  , . , , 

• ••  • tf'V==  0,35936.  • 

kn  w =3=0,54073. 

Comme  la  série  retourne  en  croissant,  je  con- 
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dus  que  0,5457  a dépassé  la  valeur,  et  que 
l’on  a par  conséquent  ...  ,, 

: p < 0,64579, 

p > 0,54^7»  ; 

en  prenant_Jes  quasi-valeurs  moyennes,  les 
deux  facteurs  de  l’équation  deviennent 
x%  + 0,54575  + o,a55gg5, 
x%  + 3,45425  + 3,9062*5,.  :r)  t 
On  voit  que  les  quatre  racines  sont  imagi- 


naires. 


a45.  Enfin  il  reste  à déterminer  le  cas  où 
l’on  a à la  fois 


— 8 to  =0 

• U!  ...  . , 


alors  les  relations  des  trois  premiers  coëïfi- 
ciens  qui  sont  affectés  de  x appartiennent  à 
la  quatrième  puissance  du  binôme 

f-r  - 

il  n’y  a plus  que  le  dernier  te^me  composé  de 
quantités  connues  qpi.  .n’^ppartiennent  pas  à 
une  puissance  exacte.  Qv  jjçÿout  ces  sortes 
d’équation^  comme  cel^eç, du  deuxième  degré, 
en  complétant  la  qu&tnçnpe  puissance  : elle.s 
ne  peuvent  :aypir  que  ççjt^  forme  ; 

x4  + A x3  + } A*  x * -+...-JTÏ  A*  * 4-  D =s  o ; 

* a3 
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= en  complétant  cette  quatrième  puissance  , 

on  a ; ••  : L !> 

«‘  + A«!+  8A,Jr‘+4A’I+^A4=?A<-D 

u«t  . ••  -V.  .raivnv  -hx  ■ > 

•;-x+îA^=biy''iA«-D.  ■ ="■- 

Ainsi  réquâ^owti:^  “‘-■t*'-'  -r 

‘ - 4rf,i#'6^5-fi4x  + 3~‘ci  ' 

donne  . . . , . 

Les  équations  du  troisième  degré  dans  les- 
quelles le  radical  originel 

V A* — 3.B  = ? 

se  résolvent  de  la  meme  maniéré.  Ainsi  1 équa- 

i 'et  fcvS)  y .loi  r * 


tion 
donne 


J;  x* 4 3x*;+  3 •*'  + 3 = o , j. -j  i’.y  \ 


»«  fv.  *»»/  r 


4 r=»  — 2. 

‘ En  général,  une  équation  d'un  degré  quel- 
conque, dans  laquelle  tous  tes  termes  cou- 
viennent  à la  püisSâncé' exacte  d?un  binôme 
excepté  le  dernier , se  résout  cbmüWî  dette  du 
deuxième  degré l Êt  onréèbnnaît  eèti^  qualité 
dans  une  équatioti  paV  la  Relation  successive 
de  tous  ses  coëlfîciens  avec  le  prewitfiu.  „ 
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On  peut  voir  que  la  résolution  des  équa- 
tions du  quatrième  degtti,  pâ*  leur  décompo- 
sition en  facteurs  doubles,  elt  plus  simple  que 
par  la  décomposition  en  facteurs  simples, sur- 
tout lorsque  l’équation  contient  des  racines 
imaginaires,  , 

t ' ’ v 

DEUXIÈME  SB€TIQNk  1 yf,  *■, 

a46.  Dè  la  résolution  des  équations  du  citi- 
i r,  " quième  de&ré.  ; 

Soit  l’équation  générale  ' 1,0  •* 

x*  d-  À /+  Bx!  + Cx*  +Dx  + Et- oj 

:*  . f > , r f N C — - ' ' N 1 ' ■ ■ 

je  la  déconrtpose  en 

(r3  + Px*  + Qr+R)(  x*  +/>  x + ? 

•>  • 

J , , i . f.'-crrqK 

x*  + + 4- R**:  ■ ’ !>  . -yu.»st 

+P*4  + ?>**  + Qp*’ 4-  Rp*  4 

+ y*3  + * R^j 

D’où  j’ai  les  équations  auxiliaires  • - 

A —P  4i p'yTïy.- . /; ; . * J ]z< 

Bre=.Vp  4.  Q-ï  q .ï..  ...  ... 

R -p  P q +f.'Qp«v,  .?«•'.  ^.i4:  3;  :o  ‘ a 

u > DtiS  R/p  4*  Qÿ  v'.  i>»  ;J:OV 

E =*:  R . , < , ','i  .....  /A  < A'i 
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et  les  deux  inéquations  , . 

, ....  Q<iP‘(aa8) i. 

Ç>ÏP%*'  — - 2* 

Des  équations  1 et  a,  et  de  l'inéquation  1 , 

i’obtiens  - - 

aP*  — 3AP  + 3B  -11’: 
q> = 


i 

i:  ;fi 


et  de  l'inéquation  a , 

ÿ<i(A*-3AP  + P^N  x .. 


d’où 


P* — |AÏ><|A*  — ÿB; 


d’où  enfin  ..y,  , , t . ■ ::;.VI  r I O ; 

P<i(3A  + av/  3.( 2. a* _ 5 B ))/=_< n. 

V ( 3 A — a \/  3(a  A’  — 5 B))  ==  > *. 

D’après  les  raisonnemens  qu’on  a faits  ci - 
dessus  , la  première  de  ces  deux  quasi-valeurs 
appartient  à la  somme  des  trois  plus  grandes 
racines , et  la  deuxième  à la  somme  des  trois 
plus  petites.  Pour  avoir  j’ai  . .... 
j K, . 1 A -*r  p < n et,  A 4-  p > * ; 

247.  D’dù.  * 1 i i '•  î î ! : • : ■ ' 

p , >|(A—  y/  3(a  A—ôB))...  = >*■• 

Pio<t(A  + V.  3{a  A'  — 5B)). ..  =.0. 

La  première  de  ces  deux  quasi -valeurs  pro- 
venant de  n j,  appartient  par  conséquent  à la 
somme  des  deux  plus  petites  racines , et  la  deu- 
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( 

xièyie  à la  somme  des  deux  plus  grandes , elle 
est  par  conséquent  la  dixième  combinaison  des 
cinq  racines  prises  deux  à deux  ; voilà  pour- 
quoi je  les  exprime  par 

* ...  * V;  à 

P,>”  et  p,0<?. 

Pour  trouver  la  quasi-valeur  de  y,  j’ai  des" 
équations  auxiliaires, 

l»  2 Q = B — Ap-f-p* — q. 

3  R = G — kq- f-  2py — Bp  + Ap* — p\ 

4  Rrr.p— % + Apq—p'ç  + 9' 

. p ’ ..-J 

De  ces  deux  valeurs  de  R,  j’ai 

ÿ’=(B — 2Ap-f-3p*)y — (D— Cp-fBp* — Ap’+p^), 

puis  avec  l’équation  auxiliaire  5 , 


et  la  première  des  deux  valeurs  de  R ci-dessus 
j’ai 

(A  — 2p)q*  — (C  — Bp  + Ap'—  P3)q  — E; 
avec  ces  deux  valeurs  de  q * , j’obtiens 

(A — 2p)(P  — Cp  + Bp* — Ap3-{-p4)  — E 
^ (A — 2p)(B — 2Ap-f3pa) — (C — Bp-f-Ap‘ — p3) 

On  conclut  de -là  immédiatement  les  deux 
quasi-valeurs  extrêmes  de  q~. 
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?48,  ; . . : , 

(A-?T)(D^CyTfB^~A,r3-f^)-^E  . 

î,'^(À-a3rXB-.2.A^+3?r2)T(C-By+^>-w3  * 

M — a^XD  — Cf  + Bf » t-  A**  + **)  r-  F_  ^ 

7,0<(A-2pXB— 2A<p4-3r)-(C’-B?+A<p3— <p* 

Pour  avoir  la  valeur  de  kir  et  À# , ou  la  quasi- 
valeuR  complète  de  p,  et  plo,  je  prends  une 
direction  opposée  en  commençant  par  la  der- 
nière équation  auxiliaire  de  5 et  4 , j.’ai 
^ D q^-üp 


d’ 


ou 


(3)  Ep*  = (D  — g*)pq+  E$r  — Çÿ»  -f-  A?3  » 
de  a et  4 , 

g/>»  = (Ag‘  — E)p  + gs—Bç*  + Dgi 
avec  ces  deux  équations  on  a 

Ey(D— Bg)+y4(C  — Ay) 

P E(E  — A ) + g3(D  — q*Ÿ 
d’où  l’on  conclut 

s4g. 

^ E*(I> — Ev)  + v*-(C -r-At»)_v 

fl>E(E-A(;1)  + /(D-|.,r> 

^,Ew(D-^B«^)  + w4(Ç. — A«f) ^ 7 

Pia^t{  E — A ) + «f>s  ( D -,  WI)“< 

25o.  Il  faut  remarquer  que  dans  la  réso- 
lution des  équations  du  quatrième  degré , la 
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3S$ 


dernière  cortibinaison  des  racines  p , où  la 
quasi-valeur  de  ps  se  confond  avec  n,  et  celle 
de  qe  avec  la  quasi -valeur  de  Q , voilà  pour- 
quoi il  n’en  a pas  été  question.  Au  lieu  qué  «■ 
dans  le  cinquième  degré  n appartient  à la 
somme  des  trois  plus  grandes  racines  , et  * f» 
la  somme  des  trois  plus  petites , et  ne  font  pas 
partie  des  combinaisons  des  racines  deux  à [ 
deux  ; il  en  est  de  même  des  quasi  - valeurs 
de  Q.  La  même  observation  a lieu  pour  les 
degrés  plus  élevés. 

Polir  appliquer  ceci  à un  exemple  , Soit, 
l’équation 

*5  4-  1 5 x*  -f-  85 x3  + 225  x*  + 274x4-  120=0, 
qui  a pour  facteurs 


(*+  i)(*  + 2) (x  + 3)  (*-|-4)  C*  + 5)  = 0, 

• 9 • 

j ai 

= a,53 v = 1,8 , 

Æ«  = 2,8. 

Les  mêmes  formules  servent  à la  concen- 
tration ; les  valeurs  de  k<u  iront  en  croissant 
jusqu’à  la  valeur  de  pt  ; si  je  fais 

k & = 3,i i>  = 2,070 , 

k'*  = 3,o85. 


Ainsi , Si  l’on  dépasse  la  valeur  de  p , , on 
aboutit  , par  une  série  opposée  de  concen- 
tration , à la  vraie  valeur  qui  est  = 5. 
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Je  ne  m’occupe  pas  de  la  concentration  de  p, 
ou  de  la  somme  des  deux  plus  grandes  racines. 
Les  formules  de  concentration  renferment  im-  > 
plicitement  des  fonctions  de  B— <p  , comme 
on  peut  s’en  assurer , et , par  cette  raison , 
elles  renferment  toutes  les  variations  qui  sont 
produites  par  la  relation  de  * à p , comme  dans 
la  concèntration  des  quasi-valeurs  des  racinës 
simples. 

Ce  qu’on  a dit  ci-dessus,  pour  la  résolution 
des  équations  du  quatrième  degré  en  facteurs 
doubles , s’applique  également  aux  équations 
du  cinquième  degré  ^et  des  degrés  supérieurs, 

TROISIÈME  SECTION. 

De  la  résolution  des  équations  du  sixième 
degré. 

■ T 

a5l.  Soit  l’équation  générale 
x*  -+-  Axs  + B-r4  + Car3  + Dæ'  + Ex  + F = °î 
je  la  décompose  en  ces  deux  facteurs.: 

(x*  + px  + y)  (x4  + Px3  + Qx*  + Rx  + S)  = o 

en  la  recomposant , j’ai 

$6  + Px5+  Qx4  + Rx3+Sx*  ! 

+jpx5+Ppx4  + Qpx3  + R/>*'+pSx  >==o, 

-b  ^x4-f  27?x34-Q^x'+^Rx+Sy] 
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D’où  j’ai  les  équations  auxiliaires, 


A = P + p . i. 

B = Q + q + P p 3. 

C^R  + Qp  + ^P 3. 

D=  S + Rp  + Qej 4- 

E=pS4-yR . 5. 

F = Sy 6, 

et  les  deux  inéquations 

9>1<P' r- 

Q>|P* a. 


Des  équations  auxiliaires  i , a et  de  i’inéqua- 
lion  a,  j’ai 

y>f(5P*  — 8 A P -f-  8 B)  , 
et  de  l’inéquation  i , 

ç<i(  A»  — 3 AP+  P*); 
d’où  j’obtiens  les  quasi-valeurs  originelles, 

P < T ( 2 A + \/  a ( 5 A’ — la  B ) ) = <n, 
P>ÿ(2A— v/2(5A‘— 12B))  = >*. 

2Ô2.  D’où 

P<>  l(A  — \/r  2(5  Aa  — IaB))  = >w, 

?M<-Ka+  2(5  A*  — iaB))  = <(p. 

Pour  obtenir  la  quasi- valeur  de  j’ai  d’a- 

bord avec  les  équations  auxiliaires , 
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3.  . • • Q=B— Vp—Ç.  ; • ; 

2 et  3. . R=C — Py— pCB-— P/J  g). 

2.3.4..  S=D -p[C-Pp- p(B  - Pp-  q)]-q(p-Vp-qi' 
[ C— Pp—  p(B— Pp— y)] 

P 

F 

6. .  . &=' 

9 

Les  deux  premières  valeurs  de  S me  donnent 
l’équation,  en  substituant  la  valeur  de 

P = A — p • 

(A — 3p)ÿ*-—{C“-2Bp-i-  3Ap* — 4 p3 


3.5..  S=E- 
F 


q-(E — Dp+Cp* — Bp3  + Ap4 — p 


a- 


(A) 


1-4- 


(B) 


La  première  et  la  troisième  valeur  de  S:  don* 
nent  l’autre  équation , 

g3  — ( 3 p*  — a A p + B ) 

+ (p+-Ap3  + Bp‘-Cp+D}!7- 
ou  plus  simplement 

nq'-^~  £q  + y=^0.  (A) 
q3  — <tq'  + q — F — o.  (B) 

On  tire  de  ces  deux  équations  celle-ci: 

(<**' — j8  )ÿ*  + ( — + y)  9 + *F  = o. 
En  la  combinant  avec  la  première  (A) , on  a 
l’équation  définitive , que  je  transforme  immé- 
diatement dans  l’inéquation  , 

* (a  y — ■ « F ) 0 y 


253. 


1 1(*0 — «*£'  + y) — l 
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«•n  mettant  à la  place  de  p la  quasi -valeur  » , 
et  l’on  a , pour  arriver  à cette  quasi  - valeur 
de  v , les  équations  préliminaires  , 

et  = A 3 T. 

9>  — C — 2 B 7r  4-  3At'  — 4 "T3* 

> = F — D -p  C t*  — B t5  4-  A — x5. 
n'  = B— a A»  + 3 w*. : 

^ = D — Ct+  B t*  — Air3  + tt*.’ 

Je  vais  maintenant  compléter  tt  en  fonctions 
de  la  quasi-valeur  v ; pour  cela  j’employe  les 
équations  auxiliaires  , dans  un  sens  opposé  à 
celui  que  j’ai  pris  pour  avoir  la  quasi-valeur  v. 
Ainsi  j’ai 


avec  6 S = 

9 

E q — p F 


6.5. ..R 


6.5.4..  Q = 


Dy*  — F y — E pq  + F p* 


. . i. 


6 5.3  t — Eg+/>F  — Ay  + a 

P 9* 

a Q = B — Ap  + p*  — q 3. 

De  la  première  et  de  la  deuxième  valeur  de  Q , 
ou  a 


Fp3=E5r.p*+(2FSr-Dÿ“+y^-(E9*-C?s+A?^). 
De  la  deuxième  et  de  la  troisième  valeur  de  Q , 


\ 
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on  a 

P'=AP-+ (!=??;+ ;?.y_(E?-c?‘±V). 

De  ces  deux  dernières  équations , on  a 
(AF  — E q ) p2— 

ÿ6-jy+Bry»-F»\  , /F  -y3)(Ey_C/+Ag3 
A A q' 

Ensuite  de  la  première  et  de  la  troisième  valeur 
de  Q , on  a 

(F — q3)p%—  (Eq — Aq3)p  + Fq — D^“  + By3 — g*. 

En  combinant  ces  deux  dernières  équations 
et  mettant  t à la  place  de  p , on  a enfin  la 
quasi-valeur  complète  de  p , , 

254. 


P,> 


p'(AF- E«0(F— Df+Ec'- «•')— (F— p')*(E«>— Cr’  + Air') 
(F  — «•'  ) (t*4  — D «•*  -+-  B F «•  — F’)  — «•'  (AF  — E«>)(E. — Av’) 


On  peut , pour  la  facilité  du  calcul , la  pré- 
senter sous  cette  forme  : 


P.> 


«•'(AF— Ee)(F-D«<-*-.'’(B—.'))— (F— «•’)*«•[£— «.(C—A«>)ï 
(F— «•' )[«.’(«.■— D)-t-F(B«.‘  —F)]  — v‘(AF— Ee)(E— Av') 


Il  s’agit  de  vérifier  ces  formules  par  des 
exemples , je  me  bornerai  à la  résolution  de 
l’équation 


#5+ 2 1 *5-p  1 75x*  q.  «j35x3-f-  i6a4**+ 1 764*-f-72°— ' 0 » 


dont  les  facteurs  sont 

(a?+  i)(x+a)(x  + 3)  (x+4)'(ar+5)(ar+6)=o; 
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j’ai  d’abord 

' ••  » = 2,1707, 

n = 18,8293 , 

<P  = 11,8293,  . • 

* = 9,'7°7’ 

puisde*r  = 2,2.. j’ai  p = 1,7125, 

= i 

d’où  ktr=  2,7833. 

Ces  mêmes  formules  servent  pour  la  concen- 
tration, et  on  voit,  par  la  'valeur  de  A»,  qu’elles 
doivent  converger  vers  la  vraie  valeur  de  la 
première  combinaison  = 3. 

Et  si  l’on  donnait  kkw  une  valeur  qui  dépas-* 
sât  la  vraie  , alors  la  série  ramènerait  vers  elle 
par  une  direction  contraire  ; car  si  je  fais 

k< a- = 3,i.> j’ai  kv  = 2,0681 , * 

d’où  k!  w — 3,0717. 

On  voit  que  la  série  ramène , en  sens  con- 
traire , à la  valeur  de  la  première  combinai- 
son = 3. 

On  décomposera  ainsi  toute  équation  du 
sixième  degré  en  facteurs  doubles  réels , soit 
que  les  racines  soient  réelles  ou  imaginaires. 
Dans  le  cas  où  la  première  paire  de  racines 
serait  composée  d’une  racine  réelle  et  d’une 
imaginaire  , la  série  de  concentration  abouti-* 
rait  à la  deuxième  combinaison  , qui  serait 
composée  de  deux  racines  imaginaires , et  dont 
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les  coëfficiens  seraient  re'els.  Mais  comme  il 
faudrait  franchir  un  cestaiiS  'nombre  de  ter- 
lues  dans  la  série  de  concentration  , et  qu’il 
en  résulterait  un  calcul  fastidieux  et  assez 
long,  on  peut  éviter  cet  incohvënient  en  dé- 
composant l’équation  en-deux  facteurs  du  troi- 
sième degré  ; la  première  combinaison  con- 
tiendra une  racine  réelle  et  la  paire  de  racines 

imaginaires  , ses  coëfficiens  seront  donc  réels. 

: . . . ■ ..  • w ■ •«’/ 

QUATRIEME  SECTION. 

#55.  De  la  décomposition  des  équations  en 
facteurs  du  troisième  degré. 

Je  décompose  l’équation  générale  > 
ar6  4*  A x 5 -p  etc. 
en  ces  deux  facteurs  : 

(x3-4-P*r1-f-Q.r  + R)  (x3-fpx*+yx+r)==o; 

en  la  recomposant , j’ai 

*8+P*5+.Q*4+  Bx’Jl  .i  ‘ 

+ px5->t-Vpxi+Qpx3+J{px*  ' ' 

+ qx4+  Pqx3-hQqx*-t-Rqx  1 °‘f 

+ rx3+  PrArt-{-Qr*+RrV 
d’où  l’on  a les  équations  auxiliaires  ^ : 

!..  iAsswjP  + p>.  * - . i~. . < , . ■"  "• 

B *:  Q -j-  P p 4 ÿ • • 4 z *“v  • •'  --  1 - 
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C = R + Qp  + V<J  + r 3. 

D = Rp  + Q?  + Pr 4- 

E = R a + Q 5- 

E = Rr. 6* 

Puis  les  deux  inéquations 

.*  Q <C  y P*  • ..............  *• 

q ». 

Avec  la  deuxième  équation  et  la  première  iné- 
quation , j’ai  d’abord 

J>ï(3Ï**- — 3 AP  +;  3 B);  . ' 

et  avec  la  deuxième  inéquation  )#  t , 

v'-  7<j(A*  — a-AP+ P*)t  : 

on  a 

A*  — 2 AP  + P*>  a P*  — 3 AP  + 3Ê  ; 

‘j  ‘TT  . • / U* • ‘ i.»  ' 


d’où  I on  tire  - - : 

P <T  ( À & A‘  — 12  B ) — < H* 

p>i(A—  \/~  5 A*  — 12  B j = > «. 

tTc...  ' • - n ; . ■ 

I^a  première  de, ces  deux  quasi-valeurs  appar- 
tient à la  somme  des  trois  plus  grandes  racines, 
et  la  deuxième  à la  somme  des  trois  pluspetites. 

Eo  appliquant  ces  formules  à l’exemple  ci-, 
dessus  i ou  a , .Jc,«  nos  ! • . ■ ♦ ♦♦mien  • 

q,.-..'-'.  IJ,  rts  i5,6a34 , , ri  3ii'‘  '• 

*•=*  i. i 
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les  vraies  valeurs  sont:'!  -t.  ; > 

P = ï5  et  p 6.  « 

Pour  avoir  les  quasi-valeurs  de  q et  de  1 * 
on  suivra  une  marche  semblable  à celle  qu’on 
a tenue , par  les  diffèrentesPëqnations  qu’on 
obtiendra  * on  fera  .disparaître  les  différentes 
puissances  de  q , et. L’on. aura  sa  quasi-valeur 
en  fonctions  de  ; puis  celle  de  r.  Il  sera  aisé 
ensuite  de  compléter  » e^n  fonctions  de  ces 
deux  dernières  quasi-valeurs. 

Il  en  serait  de  même  des  équations  des  de- 
grés plus  élevés  , s’il  ne  se  trouve  pas  dé  * 
jointures  pour  décopiposer  une  équation  du 
septième  , du  huitième  degré  , etc.  , en  fac- 
teurs du  deuxième;  c’est-à-dire  si  la  sépa- 
ration que  l’on  veut  faire  tombe  entre  les 
deux  racines  imaginaires  ; alors  on  la  déconw 
pose  en  facteurs  du  troisième  degré , et  alors 
la  séparation  qu’on  veut  faire  rencontre  néces- 
sairement une  jointure  ; c’est-à-dire  qu’on  peut 
trouver  pour  les  facteurs  des  coéfficiens  qùi 
sont  tous  réels.  ■•!fj  ..  . 

En  résumant  tout  ce  qui  précède  , On  voie  . 
qu’il  n’y  a aucune  équatiori , quelle  que  soit 
sa  nature,  et  quel  que  soit  son  degré,  qui  ne  • 
puisse  être  résolue  de  plusieurs  manières  par 
le  calcul  des  inéquatiùris^  = 
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fc56.  Indépendamment  des  méthodes  de 
concentration  qui  ont  été  développées.,  on 
peut , dans  toutes  les  méthodes  de  solution 
qui  ont  été  exposées,  s’arrêter  aux  quasi-va- 
leurs complètes  que  donnent  les  formules  ; 
puis  avec  la  quasi-valeur  de  la  première  racine 
qu’on  aura  obtenue  ( en  l’appelant  a ) , faire 

x = a + y , 

et  transformer  l’équation  proposée  en  y , la 
résoudre  par  les  mêmes  formules,  on  obtien- 
dra la  quasi-valeur  a!  de  la  valeur  de  y ; et  en 
faisant 

y = a'  + 2, 

on  obtiendra  la  quasi- valeur  de  z , et  ainsi  de 
suite. 

Mais , en  général , il  faut  observer  que  pour 
tout  mode  de  solution  quelconque , quand  on 
ne  se  borne  pas  aux  quasi-valeurs  originelles , 
et  pour  concentrer  d’après  les  méthodes  pré- 
cédentes , il  faut  que  l’équation  soit  transfor- 
mée de  manière  à avoir  toutes  les  racines  du 
même  signe,  ce  qu’on  peut  toujours  faire, 
comme  on  l’a  vu. 


3^0 
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• CHAPITRE  VIII. 

Principe  de  l’inégalité  des  racines. 

207-  Après  avoir  exposé  les  différentes  mé- 
thodes de  décomposer  les  équations , il  est  à 
propos  de  terminer  cette  première  partie  par 
l’analyse  du  principe  qui  constitue  l’inégalité 
des  différentes  racines  qui  entrent  dans  la  com- 
position d’une  équation. 

On  démontre  que  toute  équation  composée 
de  la  forme 

*m  + kafa~'  + Bïm" + M*  + N = or 

est  décomposable  en  autant  de  facteurs 

(*  + a) (x  + b)  (x  + c)(x  + d)(x  + etc. . .) r 

qu’il  y a de  valeurs  ou  de  racines  a,  b , c , d,  etc. 
qui  peuvent  satisfaire  également  à l’équation. 
Toute  la  théorie  qu’on  vient  de  développer 
repose  sur  ce  fait  analytique. 

Maintenant  que  signifient  ces  différentes 
valeurs  , doit-on  dire  qu’elles  appartiennent 
toutes  également  à l’inconnue  x ? Il  arrive 
quelquefois  qu’elles  satisfont  également  à la 
question  que  l’on  veut  résoudre  ; mais  il  arrive 
aussi  souvent  qu’une  seule  convient  au  pro- 

* 
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blême  qu’on  a traduit  en  algèbre  , et  que  les 
autres  lui  sont  incompatibles. 

On  demande,  par  exemple , quel  est  le  nom- 
bre qui  , retranché  treize  fois  de  son  cube , 
donne  douze  pour  reste.  La  question  traduite 
en  algèbre  , est 

x3  — i3  x = 12.  1 

Je  trouve  les  trois  valeurs 

. x = k*  x — — î,*=*  — 3» 

qui  satisfont  également  à la  question  ; elles 
sont  donc  dans  ce  cas  toutes  les  trois  vraies. 

Mais  voici  un  autre  exemple  où  le  contraire 
a lieu.  On  propose  de  déterminer  quelle  se- 
rait la  hauteur  FD  d’un  segment  sphérique 
( fig.  ire.  ),  'dont  la  solidité  serait  = 8,3376, 
et  qui  appartiendrait  à une  sphère  dont  le 
rayon  serait  — 3. 

Je  fais  la  hauteur  FD  de  ce  segment  =x , 
le  rayon  de  la  sphère  = r,  je  prends  la  solidité 
du  secteur 

CABD  = yc?,1ar, 

( c représente  le  rapport  du  diamètre  à la  cir- 
conférence ) , et  je  le  retranche  du  cône  CAB, 
qui  ayant  pour  rayon  de  sa  base  l’expression 

t/  a r x — x*  f 
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a pour  son  volume 
d’où  j’ai 

jCr*x  — yc(arx — ar*)(r — a:)  = 8,3776  ; 
d’où  j’ai  l’équation 

jc3  — 9 x*  + 8 = o. 

Il  en  résulte  les  trois  valeurs 

* = 1 *■  . i 

x = 8,898989899 , 
x = — 0,898989899 , 

dont  la-première  est  la  seule  vraie , et  les  deuS 

autres  sont  évidemment  fausses  et  contradic- 

- . » ' 

toires  à la  question  proposée  ; car  en  mettant 
l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  dernières  valeurs 
dans  l’expression  du  rayon  de  la  base  du  cône 

— l/  2 rx  — x* , 
elle  devient  imaginaire. 

258.  D’où  vient  donc  la  différence  d<?  ce$ 
deux  espèces  de  problèmes,  et  de  ces  deux 
espèces  de  solutions  ? Le  voici  : Quand  on  pro- 
pose ce  problème  général  : Quel  est  le  nombre 
qui , retranché  treize  fois  de  son  cube , donne 
douze  pour  reste?  et  autres  du  même  genre, 
on  ne  considéré  que  l’inconnue  toute  seule 
sans  aucune  relation  avec  d’autres  quantités 
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connues  ; mais  seulement  relativement  an  pro- 
duit qu’elle  peut  donner  étant  combinée  d'une 
certaine  manière.  C’est  toujours  cette  incon- 
nue dont  les  différentes  puissances  sont  ajou- 
tées ou  retranchées  un  certain  nombre  de  fois. 
Cette  sorte  de  problème  n’est  autre  chose  que 
la  traduction  française  et  littérale  d’une  équa- 
tion ramenée  a la  forme 
* 

xm  ■+■  A xm  1 + etc.  = o. 

Mais  ce  n’est  pas  là  le  but  ultérieur  auquel 
tend  l’analyse.  Il  s’agit  toujours  de  trouver  le 
rapport  d’une  quantité  que  l’on  ne  connaît 
pas  à d’autres  quantités  que  l’on  connaît  d’après 
les  différentes  conditions  qui  font  la  nature  du 
problème  , et  qui  déterminent  la  forme  de 
l’équation  qu’on  a à résoudre. 

Ainsi , dans  le  deuxième  problème  ci-dessus , 
je  veux  savoir  quelle  est  la  hauteur  du  seg- 
ment dont  le  volume 

= 8,3376; 

• ; . • . -T  • • * 

c’çst-à-dire  que  je  veux  savoir  son  rapport 
avec  le  rayon  = 3 , je  fais  cette  inconnue  xy 
et  je  la  lance  dans  le  labyrinthe  d’une  équa- 
tion ; voici  la  réponse  que  j’en  obtiens  : Ajou- 
tez huit  au  cube  de  l’inconnue  et  retranchez * 
en  neuf  fois  son  carré y il  ne  vous  restera  rien± 
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ou  en  parlant  algèbre  , 

x3  — 9 x*  -4-  8 = o. 

Yoilà  précisément  la  réponse  d’un  oracle.  C’est 
la  seule  réponse  que  la  méthode  des  équations 
peut  faire , elle  ne  peut  parler  plus  clairement. 

Or , maintenant , il  y a deux  choses  à dé- 
brouiller dans  cette  réponse,  i°.  le  sens  litté- 
ral ; a°.  le  sens  vrai.  Le  sens  littéral  qu’on 
appelle  le  sens  général  , consiste  à chercher 
quel  est  le  nombre  qui  satisfait  simplement  à 
l’équation.  Sous  ce  point  de  vue  il  n’est  plus 
question  du  rapport  de  l’inconnue  au  rayon  de 
la  sphère , il  n’est  question  que  de  savoir  quel 
est  le  nombre  tel  qu’en  retranchant  neuf  fois 
son  carré  de  son  cube  , on  ait  — 8 pour  reste. 
On  trouve  trois  nombres  qui  ont  cette  pro- 
priété , et , en  s’arrêtant  à ce  sens,  l’équation 
a vraiment  trois  valeurs  que  j’appellerai  va- 
leurs d’équation. 

Mais  en  remontant  au  vrai  sens  du  pro- 
blème , dont  l’équation  n’est  que  la  traduc- 
tion en  langue  algébrique  , il  est  clair  qu’il 
n’y  a qu’une  seule  valeur  vraie  , et  que  les 
autres  sont  fausses.  Cette  valeur  vraie  peut 
être  réelle  ou  imaginaire , selon  la  possibilité 
on  l’impossibilité  de  la  question  qu’on  veut 
résoudre.  Ainsi , si  j’avais  établi  le  problème  à 
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résoudre  de  cette  manière  : Trouver  la  hau- 
teur d'un  segment  d'une  sphère  dont  le  rayon 
= 3 , et  telle  que  la  solidité  de  ce  segment 

— IOOO  , 

on  voit  tout  de  suite  que  le  problème  est  im- 
possible et  absjurde  : l’équation  qu’on  obtien- 
drait serait 

xi  — 9 jc*  + 954,8  = o, 
qui  contiendrait  alors  deux  racines  imagi- 
naires , et  une  réelle  qui  est  à peu  près 

x= — 7,6 , 

et  qui  est  cependant  évidemment  fausse.  En 
s’arrêtant  au  sens  littéral  de  l’équation , on  de- 
vrait conclure  que  cette  valeur  réelle  est  celle 
qui  convient  à la  question  ; tapdis  , qu’au  con- 
traire , ce  sont  les  racines  imaginaires  qui  lui 
appartiennent. 

25g.  Il  s’agit  d’analyser  le  principe  qui  mêle 
et  confond  avec  la  valeur  que  l’on  cherche  ces 
valeurs  vagues  ou  générales  qui  lui  sont  étran- 
gères. Je  considère  d’abord  l’équation  en  re- 
montant à l’origine  qui  l’a  formée  ; c’est-à-dire 
comme  une  expression  algébrique  qui  désigne 
la  manière  dont  l’inconnue  x est  ' combinée 
avec  les  autres  quantités  connues  du  problème 
Sous  ce  point  de  vue  qui  restreint  l’équation 
à n’exprimer  que  la  valeur  du  problème , elle 
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ne  contient  de  valeur  vraie  que  celle  qu’on  y 
a mise.  Il  suit  de-là  que  le  produit  des  facteurs 
( x -4-  a)  (x+b)  ( x + c)  etc. 
dont  se  trouve  formée  l’équation  par  son  résul- 
tat , ne  contient  qu’un  seul  facteur  qui  soit  =0. 
Je  suppose  que  ce  soit  le  premier  facteur 

x + a, 

il  s’ensuit  que  l’on  aura  pour  les  autres  , 
x 4-  b — J1, 
x + c = y , 

X + d = S-"  ete. 

ou  • 

*4-0=0, 

X ■+■  fit  *4*  S'  = S' , 

* + a 4-  }'  etc. 

et  que  par  conséquent  l’équation  doit  être  ra- 
menée à ce  mode  de  composition  : 

X (x  4-  a 4-  «T) ,/  I x J'. 

X (*  4-  a,+  = J x y (A), 

X (*  4-  U 4- J'").  <•••.!  x r. 
etc.  J [ etc. 

En  égalant  le  produit  des  premiers  mem- 
Ip'es  à celui  des  deuxièmes  , cette  équation 
équivaut  à 

(*4-u)(*4-6)(a;4-c)(etc..,..  =0. 
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Dans  cette  dernière  équation  il  y a autant  de 
valeurs  que  de, facteurs,  parce  que  l’on  attri-  * 
bue  à chacun  de  ces  facteurs  indifféremment 
la  valeur  o qui  est  dans  le  deuxième  membre , 
tandis  qu’elle  ne  convient  qu’à  un  seul , et 
que  chacun  des  autres  facteurs 

x + b, 

X + c, 

x -f-  d etc. 
ou 

* + a + <f , 
x + a + J'' , 
x + a •+■  l"  etc. 

répond  dans  le  deuxième  membre  aux  diffé- 
rentes quantités  / , «T",  etc.  qui  sont  mul- 

tiples de  zéro  , et  qui , par  les  règles  de  l’al- 
gèbre , ont  disparu  de  l’équation. 

Or,  je  dis  que  c’est  de  cette  manière  que  se 
forme  la  multiplicité  des  valeurs  que  donne 
une  équation  composée , et  que  c’est  là  le  prin- 
cipe de  1 amphibologie  du  langage  algébrique  : 
c est  ce  qu  il  s’agit  de  développer. 

Pour  le  faire  voir,  je  fais  d’abord  avec  la  seule 
■Valeur  x=z  1 les  trois  équations  1 

x + 1 = a , 

. ! *+2  = 3, 

* + 3 = 4>  * 
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qui  n’expriment  toujours  que  la  même  valeur , 
mais  d’une  manière  différente.,.  Je  forme  une  - 
équation  avec  le  produit  des  trois  premiers 
membres  que  j’égale  à celui  des  seconds  , et 

j’ai 

(x+  i)(ï  + 2)(*  + 3)=ax3x4. 

ou  bien 

x3  + 6 x%  -t-  1 1 « — 18  = 0. 

Cette  équation  est  divisible  par  le  facteur 
x — 1=0, 

qui  appartient  à la  valeur  que  j’ai  introduite 
x = 1. 

Il  reste  pour  quotient 

x*  + 7 x + 18. 

Dans  ce  cas  aucune  valeur  supposée  à x ne 
peut  rendre  son  résultat  = o ; ainsi  , cette 
équation  du  troisième  degré  ne  contient  que 
la  seule  valeur  introduite  x — 1 , et  les  deux 
autres  sont  imaginaires.  Mais  ce  cas  dépend 
uniquement  des  valeur^  de  combinaison  que 
j’ai  employées  pour  former  les  trois  équations 
composantes. 

Si  je  forme  de  même  une  équation  compo- 
sée ayant  pour  base  la  même  valeur  x = 1 , 
exprimée  des  trois  manières  suivantes: 
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X + I = 3 , 

X + 2 ss  3, 

X 3 = 2 , 

j’aurai  l’équation 

x%  — 7 * -H  6 , 

qui  donne  d’abord  la  valeur  introduite  x = i , 
puis  les  deux  autres 

x — 2 , 

X = — 3 , 

qui  ne  se  trouvent  pas  dans  les  équations  com- 
posantes ; ces  deux  valeurs  résultent  donc  de 
1 opération  qui  a été  faite , on  peut  donc  déjà 
conclure  dçlà  que , 

260.  Toutes  les  fois  que  Von  forme  une 
équation  composée  entre  le  produit  des  pre- 
miers membres  et  celui  des  seconds  d’un  nom- 
bre quelconque  d’équations  simples , 
x + p~q, 

x + p'=  q' , 
x 4-  p"=  q" , etc. 

appartenant  toutes  à la  même  valeur , et  dont 
le  membre  qui  contient  V inconnue  forme  dans 
chacune  un  binôme  / il  en  résultera  une  équa- 
tion composée,  qui,  par  le  fait  de  celte  mul- 
tiplication, sera  susceptible  d’étre  satisfaite 
par  autant  de  valeurs  réelles  ou  imaginaires 
qu  il  y a d’équations  simples  composantes  , 
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et  parmi  lesquelles  se  trouvera  toujours  la 
valeur  vraie  qui  a servi  de  base  à V équation 
composée. 

261,  En  analysant  directement  une  équa- 
tion composée  , je  retrouve  le  même  principe 
décomposition;  soit,  par  exemple,  l’équation 
générale  du  quatrième  degré, 

a4  + àæ3  + B x%  -j-  C x -+-  D = o , 

je  suppose  que  la  vraie  valeur  qui  sert  de  base 
à cette  équation  soit 

*•3=  — < a ou  x + a = o , 

je  la  dispose  ainsi  : 

(a?3  -f-A#*  + B#  4-  C ) je  = — D y 

je  divise  le  premier  membre  par  ar,  le  deuxième 
par  sa  valeur  = — a,  j’ai  * -v 

a?3  d-  Aa?*  + Bar  + C = — , 

a 

puis 

n 

( a?4  d-  b.x  d*  B )#..♦» . = — ~ C d*,  — j 

' 7 ■ • . • . rr 


je  divise  encore  le  premier  membre  par  x , le 
deuxième  par  — a , j’ai 


x*  + A x d-  B 


/ C a d-  D 
\ 
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puis 

<*+A>* 

je  divise  encore  de  même,  j’ai 


x + A 


B a*  + C a -f  D 


puis 


„ _ A +Ba*  + Ca  + D 

a3 

en  divisant  encore  de  même,  j’ai 

i = _ ^ A°3  + + Ca  + Dj 


équation  identique , car  elle  donne  immédia- 
tement 


a*  H-  A a3  + B a*  -J-  C a '-+•  D = o. 

J’ai  successivement  décomposé  l’équation  en 
la  divisant  par 

x = — - a , 

quatre  fois  , et  je  n’ai  pas  trouvé  d’autres  va- 
leurs ; en  voici  la  raison  : c’est  qu’à  chaque 
division  j ai  transposé  dans  le  deuxième  mem- 
bre successivement  D,  G,  B,  A ; c’est-à-dire 
qu’à  chaque  fois  j’ai  ôté  le  principe  qui  cons- 
titue des  valeurs  différentes  dans  l’équation  ; 
car , avant  chaque  transposition  , le  premier 
membre 


• X x + D , 


38a 

puis 
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X'  * + C , 

puis  etc. , formait  un  binôme , et , après  là 
transposition  , il  ne  restait  plus  que  x affecté 
du  coefficient  X. 

On  en  sentira  encore  mieux  la  raison,  si  on 
recompose  l’équation  à partir  de  la  dernière 
, division 


x 


^ A B a*  + Co  + D j 


en  transposant  A dans  le  premier  membre  et 
multipliant  d’un  côté  par  x , et  d’un  autre  par 
— a , j’ai  l’équation 


( x + k)  x = — B — 


C a 4-  D 


dont  le  premier  membre  contient  un  binôme, 
qui , par  cette  raison  , est  susceptible  de  don- 
ner deux  valeurs  différentes.  En  transposant 
C de  même  dans  le  premier  membre  , j’y 
introduirai  un  nouveau  binôme , et  ainsi  de 
suite. 

Soit  pour  exemple  l’équation  numérique  du 
troisième  degré, 

xs  4-  6 x*  -f  11x4-6  = 0, 

qui  peut  être  satisfaite  par  trois  valeurs  diffé- 
rentes , 
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X = — t. 


Si  je  le  divise  par  son  facteur 
x + 1=0, 
il  me  restera  pour  quotient 
x*  + 5 x + 6 , 

qui  contient  les  deux  autres  facteurs 

(x  + 3)  (x+  3); 

mais  en  disposant  cette  équation  de  cette  ma- 
nière : 

(a?3  + ii)*  = — .6, 

pour  la  diviser  par  l’équation 

* — — i , 

chaque  membre  par  son  correspondant  com- 
me ci-dessus , j’ai 

x'  + 6 x = — 5. 

Si  je  m arrête  là  , j’ai  une  équation  du 
deuxième  degré  qui  me  donne  les  deux  valeurs 

* = — ». 
x = — 5, 

différentes  de  celles  contenues  dans  l’équa- 
tion 

x3  + 6 x'  etc.  = o, 

et  ces  deux  valeurs  différentes  proviennent 

/ 
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encore  de  ce  que  le  premier  membre 

x(x  + 6), 

contient  le  binôme  x + 6.  En  divisant  encore 
par 

x — — i , 

et  transposant , il  reste 

* — — * > 

262.  Ce  premier  apperçu  fait  voir  par  la 
synthèse  et  par  l’analyse , que  le  principe  de 
l’inégalité  des  racines  des  équations  composées 
provient  de  ce  qu’elles  ont  été  formées  par  le 
produit  de  plusieurs  équations  simples , expri- 
mant la  même  valeur,  multipliée  membre  par 
membre  ; mais  dans  lesquelles  l’inconnue  fait 
dans  un  des  membres  un  binôme  avec  une 
quantité  additionnelle.  Cette  formation  se  voit 
manifestement  dans  l’opération  de  l’élimina- 
tion quand  les  inconnues  sont  multipliées  l’une 
par  l’autre.  Soient , par  exemple  , les  deux 
équations 

ax  + by  = c, 
gxy+hy—p ; 

si  je  substitue  dans  la  deuxième  la  valeur  de 
Y , prise  dans  la  première , j’aurai 

(™  )(„  + *)=„  ■ 

Le  premier  membre  est  le  produit  de  deux 


t 


\ 
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binômes  , ce  qui  donnera  deux  valeurs  diffé- 
rentes. 

Ainsi  c’est  la  cotnbinaison  du  système  mul- 
tiple, avec  le  système  additionnel , qui  produit 
les  amphibologies  du  langage  algébrique. 

263.  Outre  ce  principe  de  variété  dans  les 
racines,  il  en  est  un  autre  qui  appartient  au 
système  multiple. 

Si , par  exemple  , avec  l’équation 

xyz=pt  1 ■ . 

j’ai  les  deux  autres 

x = y + mt  1 y:  • ■ 

x = z + n, 

l’aurai  en  substituant 

x3  — (m  + /*)**  + mnx — p= o; 

d’où  il  résultera  trois  valeurs  différentes,  parce 
que  les  valeurs  de  y et  de  z , qu’on  a substi- 
tuées, formaient  un  binôme. 

Mais  si  avec  la  même  équation 

xyz=p, 

♦ » • 

j ai 

x — my , 

x — n z , 

j’aurai  par  la  substitution 
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qui  ne  me  donne  réellement  qu’une  valeur 
x = ¥ mn  p , 

qui  puisse  satisfaire  à l’équation  : on  en  aurait 
deux  si  le  nombre  des  inconnues  était  pair  ; 
ces  deux  auraient  la  même  valeur  , mais  au- 
raient un  signe  différent  ; cette  duplicité  de 
signes  naît  de  l'équivoque  de  toute  puissance 
paire  qui  peut  toujours  avoir  sa  racine  néga- 
tive ou  positive. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  les  différentes  in- 
connues d’un  problème  ne  différeront  que  par 
le  système  multiple,  ou  seront  en  raison  mul- 
tiple les  unes  par  rapport  aux  autres , l’élimi- 
nation aboutira  à une  équation  qu’on  appelle 
à deux  termes,  de  la  forme 

xm  =p  ou  x”  ==  an , 

qu’on  peut  considérer  formées  par  la  multi- 
plication des  équations  simples 

x =?  a , x =3  a.,  etc. 

membre  par  membre  ; elles  n’ont  d’autre  prin- 
cipe de  multiplicité  de  racines  que  l’équivoque 
du  quarré,  et  ne  peuvent  par  conséquent  avoir 
qu’une  racine  de  plus  que  la  vraie  qui  lui  est 
égale  en  nombre,  et  avec  un  signe  contraire. 
Sa  solution  appartient  immédiatement  à la 
méthode  d’extraction. 
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En  divisant  xm — am  par  x — a»  on  a pour 
Quotient 

x**''  + axm~ • + a*xm~t. . ...  + a"-1 , 

qui  ne  peut  pas  former  une  équation  quand 
m est  impair.  En  le  faisant  = o,  on  commet 
une  erreur , parce  qu’aucune  valeur  ne  peut 
être  supposée  à x qui  puisse  donner  ce  résultat  ; 
aussi,  en  résolvant  ces  espèces  d’équations , on 
n’obtient  que  des  racines  imaginaires  qui  ap- 
prennent l’erreur  qu’on  a commise. 

Le  résultat  de  l’équation  déterminant  x à ne 
valoir  que  a , ce  quotient 

xm~'  + axm~* , etc. , 

qu’on  obtient , ne  peut  valoir  que  , meT~l  ^ et 
l’équatioR  xm  =*  a",  équivaut  à 

mam~'  (*  — a)  =;  o, 
si  m est  impair  ; et  à 

«■)  = <>», 

si  m est  pair» 

a64.  En  général , toutes  les  combinaisons 
et  toutes  les  opérations  dont  peut  être  suscep- 
tible un  problème  quelconque , se  rapportent 
au  système  additionnel  et  au  système  multiple  ; 
c’est-à-dire  aboutissent  à des  additions  et  des 
soustractions  + à des  multiplications  et  des  di- 
visions. 


* 
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i°.  Si  les  inconnues  n’éprouvent  entr’elleS 
aucune  opération  multiple,  l’équation  finale 
qui  en  résulte  est  du  premier  degré  ; on  n’a 
qu’une  valeur  pour  chaque  inconnue,  c’est  la 
vraie  et  elle  a toujours  le  signe  qui  lui  convient 
d’après  la  nature  du  problème; 

2°.  Si  elles  n’éprouvent  elitr’elles  que  des 
opérations  multiples , le  résultat  de  l’équation 
finale  ne  présente  que  deux  valeurs  égales  ; 
mais  de  signe  différent , seulement  quand  la 
puissance  est  paire,  et  cette  amphibologie  naît 
de  l’équivoque  du  quarré  ; 

3°.  Si  les  inconnues  sont  combinées  avec  des 
quantités  additionnelles  et  qu’elles  soient  mul- 
tiples les  unes  des  autres  avec  cette  combinai* 
son,  il  en  résulte  une  équation  finale  qui  con- 
tient différentes  valeurs  inégales , parmi  les- 
quelles est  confondue  celle  qui  appartient  à la 
résolution  du  problème  que  l’on  cherche. 
Ainsi  la  cause  de  la  multiplicité  des  racines 
dans  les  équations  composées  se  ramène  à deux 
principes  , le  principe  additionnel  et  le  prin- 
cipe multiple. 

265.  Pour  éclaircir  et  rendre  manifeste  cette 
théorie,  il  est  nécessaire  d’analyser  la  manière 
dont  les  principes  d’inégalité  des  racines  agis- 
sent dans  la  composition  et  la  décomposition 
des  équations. 
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Je  commence  par  l’équation  du  deuxième 
degré  que  je  compose  avec  les  quantités  addi- 
tionnelles de  la  manière  suivante  : 

x + a + p —p  , 
x + a + q = q. 

En  multipliant  les  premiers  membres  entr’eux 
et  en  les  égalant  au  produit  des  seconds  , j’ai 
par  la  transposition  de  tous  les  termes  dans  le 
premier  membre  et  par  la  réduction  après  la 
la  multiplication  faite, 

x*  + a a x + o*  1 

+ p x + pa  i=o  (B). 

+ q x -h  qa  J 

Cette  équatiqn  est  divisible  par  * + a,  et  équi- 
vaut à 

(x  + a)(x  + a + p + q)  = o. 

En  considérant  celte  équation  comme  un  ré- 
sultat d’analyse  , et  indépendamment  de  son 
origine  que  l’on  connaît,  il  n’y  aura  pas  plu& 
de  raison  de  dire  que  c’est  le  facteur  x + a , 
qui  rend  l’équation  = o plutôt  que  l’autre 
alors  on  a l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  valeurs 

x — — a, 

* ==  — a — p — y ; 

mais  comme  on  eonnaît  ici  l’origine  de  cette 
équation  , cui  sait  que  c’est  le  facteur  x -j-  « 
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qui  la  rend  = o,  et  que,  par  conséquent  l’au- 
tre facteur 

x + a + p + q, 

se  réduit  à p + g , précisément  parce  que 
x + a = o ; 

de  sorte  que  l’équation  se  réduit  à 

(j o +g)(x+  a)=o,  —ox(o  + p + g). 

On  voit  alors  que  l’équation  doit  être  décom- 
posée comme  on  l’a  avancé  ci-dessus  (A)  (25g) , 

(x  + a) ) f o, 

X (*  + a + p + g) J J xp+g. 

De  sorte  que  le  deuxième  facteur 
x + a + p + g, 

n’exprime  toujours  que  la  même  valeur 
x = — o, 

ayant  égard  au  facteur  p + g du  deuxième 
membre  qui  lui  correspond  ; car  l’on  a 

x + a + p + q=p  + qy 

d ou 

x = — a. 

Si  je  divise  l’équatiop  B membre  par  membre  r 
le  premier  par  x , le  deuxième  par  sa  valeur 
— -a  en  la  disposant  ainsi  : 

#*4-a  a 
+ P 
+ q 
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j'aurai 


x + 3a) 

I + «» 

+ P>=*- 

+ P> 

+ 9) 

■ + 9- 

Dans  ce  cas  je  ne  trouve  pour  quotient  que 
x = — a , 

parce  que  les  quantités  p + q qui  étaient  com- 
binées avec 

x = — a, 

s’en  trouvent  dégagées,  et  qu’elles  disparais- 
sent par  la  réduction  algébrique. 

Si  je  divisais  la  même  équation  par  l’autre 
valeur 


* — — a — p —g, 
et  de  la  même  manière , j’aurais 

*+20  + /J  + J3=0, 

d’où 

* = —a—p—q , 

et  je  ne  trouverais  que  oette  valeur  ; dans  ce 
cas  j ’aurais  attribué  zéro  du  deuxième  membre 

o.(p  + p), 

au  facteur 

* + a + p + q , 

plutôt  qu’à  x + a;  alors  la  seule  valeur  serait 
x — — a — p — q , 

et  le  facteur  x + a correspondrait  dans  le 
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deuxième  membre  à p q , et  l’on  aurait  ! 
x + a—p  + q , 

d’où 

x = — ■ a — p — -q. 

Ainsi , si  Von  ignorait  lequel  des  deux  fac-i 
teurs  correspond  à zéro  dans  le  deuxième  mem- 
bre, on  verrait  évidemment  qne  c’est  toujours 
l’un  ou  l’autre  des  deux  facteurs  qui  est  =o  , 
et  non  pas  l’un  et  l’autrç. 

266.  Maintenant  si  je  résous  l’équation  (B) 
selon  la  méthode  ordinaire  du  deuxième  de- 
gré, et  si  je  la  compare  avec  la  résolution  de 
l’équation  générale 

*■  + Ai  + B=so, 

j’aurai  les  deux  solutions  suivantes  1 

1 

x=z  — a—±{p  + ÿOsfcsV  p'  + *pq  + q%\ 
*==— iA=b\/TA»— b; 

d’où 

* = — a , 
x — — a — p — q. 

On  voit  ici  par  la  comparaison  que  la  partie 
rationnelle  ^ A de  la  solution  générale  contient 
outre  la  valeur  de  la  racine  introduite  — a , 
une  fonction  de  quantités  additionnelles,  et 
1 on  voit  en  même  temps  que  le  radical 
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contient  cette  même  fonction  ; de  sorte  qu’un 
des  deux  signes  du  radical  fait  disparaître  1a 
fonction  de  quantités  additionnelles  contenues 
dans  j A,  et  ne  laisse  plus  que  la  vraie  valeur 
de 

x = — a. 

L’autre  signe  du  radical  forme  , au  con- 
traire , avec  £ A une  quantité  qui,  outre  la 
vraie  valeur  = -— a , renferme  la  somme  des 
quantités  additionnelles  introduites  dans  l’é- 
quation. 

267.  Je  forme  maintenant  une  équation  du 
troisième  degré  de  la  même  manière  que  celle 
du  deuxième,  avec 

x + a + p~p, 
x + a + q = q, 
x + a + r = r, 

• j • 

J ai 

x3  + 3 a x'  + 3 o*  * + a3 
+ p x%  + 2apx  + a* p 
+ q x*  4-  2 aqx  + a%  q 
+ r x*  + 2arx  -{-  a*r 
+ p q x + ap  q 
+ p r x + ap  r 
+ jfr*  + aqr 

En  divisant  cette  équation  par  x + a,  j’ai  pour 
quotient 


1 
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x * + aax  + O*- 
4-  P X + ap* 

4 - qx  + aq. 

4-  rx  + ar. 

+ pq. 

+ p r. 

+ rq. 

Pour  voir  si  ce  quotient  a des  valeurs  qui 
peuvent  le  rendre  — o , je  le  fais  = o , et  en 
résolvant  cette  équation  factice,  j’ai 

xz=—a—i(p  + q+r)zizï\/  (p-q—ry—bqr. 

Le  résultat  de  ces  deux  dernières  valeurs  dé- 
pend de  la  relation  des  quantités  qui  sont  sous 
le  radical  ; elles  seront  réelles  si  l’on  a 

(p  — q — ry>4qr; 

dans  le  cas  contraire  elles  seront  imaginaires. 

On  voit  que  quand  les  équations  composées  * 
sont  supérieures  au  deuxième  degré,  la  rela- 
tion des  quantités  additionnelles  peut  donner 
pour  les  valeurs  d’équation , ou  pour  les  va- 
leurs étrangères  au  problème  , des  racines 
réelles  ou  imaginaires. 

Si  la  valeur  introduite  est  incompatible  avec 
les  données  du  problème  , on  aura  également 
des  valeurs  imaginaires  qui  appartiendront  à 
la  question  ; mais  la  résolution  de  l’équation 
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composée  n’apprendra  pas  si  les  racines  ima- 
ginaires qu’elle  donne  appartiennent  à la  ques- 
tion , ou  si  elles  dépendent  de  la  relation  des 
quantités  additionnelles  entr 'elles. 

268.  Si  je  divise  maintenant  l’équation  (C) 
par  l’équation 

x a , 

membre  par  membre  , en  mettant  dans  le 
deuxième  membre  les  quantités  qui  ne  sont 
pas  affectées  de  * , et  en  divisant  le  premier 
membre  par  »,  et  le  deuxième  par  sa  valeur 
— a,  j’aurai 


x*  + 3 a x ■+■  3 a* 

) ( 

+ o*. 

+ p + 2 ap  1 

1 + ap. 

4-  q + 2 oq 

\ + aq. 

+ r -h  2 CLT  ' 

( + 0,  r. 

+ P9 

1 

+ pq. 

+ pr  \ 

f + p r- 

+ ?r 

+ qr. 

Je  transpose  encore  les  quantités  qui  ne  sont 
pas  affectées  de  x , en  faisant  les  réductions 
convenables , et  je  divise  de  nouveau  comme 
la  première  fois , j’ai  . 

x + 3 a ) f aa. 


3g6 

d’où 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


x — — a ; 

je  ne  rencontre  encore  que  la  valeur 
x = — a , 

en  épuisant  toutes  les  divisions , parce  qu’à 
chaque  foisje  fais  disparaître  les  quantités  addi- 
tionnelles  communes  aux  deux  membres. 

26g.  En  considérant  la  manière  dont  les 
équations  composantes  se  combinent  dans  une 
équation  composée,  on  formera  avec  un  nom- 
bre n de  ces  équations  intégrantes  , 

x + a + p =p  > 
x + à + q = gr, 
x + a + t =r, 


# + a+  # = #, 
l’équation  suivante  du  degré  m 
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xm-{-maxm~  '-J- 


+P 

- H 

+r 


p 

lï 


a. 3 


•+«” 


P j P 

[+?  I+Î 

1+'-  1+" 

4-m— ao*\  . -fa"1 


) 


+• 


+P9 

+pr 

+etc. 


-j-m— aa  )~^~pr 
|-|-elc. 


+apgrs...,m 
+etc. 

J’observe  maintenant  que  si  dans  cette  équa- 
tion , on  fait  toutes  les  quantités  addition- 
nelles = o , il  restera  le  développement  du 
-binôme 

( » + a )m  sss  o" , 
qui  formera  la  première  ligne 


xm  + max* 


. m.m — i 
-p  — . „•  *.«*-• 


a x-*  4- , etc. 
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En  comparant  donc  cette  équation  avec  l’équâ* 
tion  générale 

xm  + Ax”-'  + Bx"-*  ■+•  Cxm~3 j-  Mx  4-N=o , 


on  aura  , lorsque  les  quantités  additionnelles 
seront  toutes  nulles,  cette  suite  d’équations: 


270. 

.=A 

m 

m.m- 
n°  - 

-1  A*  — B. . 

2 

m* 

_ m . m — < 1 . m — a A3 

2o 

=c. . . 

2.3  m3 

, 771.7*- 

4° 

—1.771 — a .7* — 3 A* 

a.3.4 

771* 

Ultinio . . 

A m 

....  .~  = N 

f A* = o. 

m — i 

a.3w*C 


Ia3- 


= 0; 


OU< 


771 1 • 771  2 

2 . 3 . 4 m3  D 

5 —O* 

m— 1.771— -2.771 6 


■ 771' 


■N  = o. 


Les  équations  de  cette  deuxième  colonne 
expriment  les  relations  des  différens  coffi- 
ciens  B,  C,  D,  etc.  avec  le  premier  A,  telles 
qu’elles  forment  des  quantités  nulles  quand 
toutes  les  racines  sont  égales , comme  on  1 a vu 
plus  haut  (21 5)  (2 1 8).  Quanti  il  y a dans  1 é- 
quation  composée  des  quantités  addition- 
nelles , ou  que  ses  rècines  sont  inégales  , les 
deuxièmes  membres  des  équations  de  celte 
deuxième  colonne , au  lieu  d’être  égaux  à zéro , 
expriment  chacun  une  fonction  de  ces  quan- 
tités additionnelles. 


* 
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On  a vu , pour  le  deuxième  degré , que  le 
radical 

V/i  A1  — B 

ne  contenait  que  des  quantités  additionnelles. 
Il  en  est  de  même  des  deux  radicaux  qui  don- 
nent les  quasi-valeurs  des  équations  du  troi- 
sième degré  ; car  on  a 

V k'  — 3 B = (p  + q + r)‘  — + pr  + yr), 

sc  = (.P  -h 9 + 0®  + 3 ( P*g  + P*r  + ?*/>  + q' r + *Pfr)  ; 

et  par  conséquent  le  radical 

l/' 

V 2 r=f=  — 

\Tr 

ne  contient  que  des  quantités  additionnelles. 

271.  On  a vu  que  la  formule  de  solation 
d’une  équation  quelconque  était  de  cette 
forme  : 

x,  ||  -A-  V~r—Y R — V^R'  — V^R"  , etc. ; 
m 

de  manière  que  chaque  radical  était  une  fonc- 
tion des  radicaux  précédens.  On  a vu  que  la 
partie  rationnelle , et  la  partie  irrationnelle 
contenues  sous  chaque  radical,  étaient  compo- 
sées de  relations  de  coëfficiens , dont  les  élé- 
mens  ultérieurs  étaient  des  relations  de  chaque 
coéfficient , avec  le  premier  ; telles  que  tous  ces 
élémen8  étaient  séparément  égaux  à zéroquand 


Digitized  by  Google 


4ôO  - TRAÏîi  éLÉMEITT  A IIl£ 

toutes  les  racines  étaient  égales  , et  qu’il  tië 
restait  pour  la  valeur  de  toutes  les  racines  que 

x ||  -—A  ; 
m 

de  sorte  que  tous  ces  radicaux  ne  contiennent 
que  des  fonctions  de  différences  ou  d’inégalités 
de  racines.  On  doit  donc  conclure  que , pour 
toutes  les  équations,  les  formules  de  solution 
ne  contiennent  dans  les  radicaux  que  des  fonc- 
tions de  quantités  additionnelles  p,  q,r,  etc. 
qui , par  la  combinaison  du  système  multiple 
avec  le  système  additionnel , ont  formé  plu- 
sieurs facteurs , et  de-là  plusieurs  valeurs  étran- 
gères à celle  qui  a été  introduite  dans  le  pro- 
blème. 

De  sorte  qu’il  faut  considérer  que  , dans 
toute  équation  d’un  degré  m , la  valeur  intro- 
duite formerait  le  développement  du  binôme 

(x  + a)m  — om, 

si  l’on  pouvait  faire  disparaître  toutes  les  quan- 
tités additionnelles  qui  lui  sont  combinées  ; 
aussi  doit-on  regarder  la  formule  du  binôme 
comme  la  base  ou  comme  le  pivot  sur  lequel 
s’appuie  la  résolution  de  toutes  les  équations 
composées  ; c’est  ce  que  l’on  a vu  dans  le  dé- 
veloppement de  toutes  les  méthodes  qui  ont 
été  exposées  dans  cet  ouvrage , et  l’on  a re- 
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gardé  le  développement  du  binôme  comme 
l’équation  de  niveau  à toutes  les  équations 
composées  quelconques  du  même  üegrfé. 

272.  Maintenant  il  faut  distinguer  ces  deui 
expressions  : 

(x  — a)*r=on  et  oi 

La  première  est  la  base  du  calcul  dèi:‘ine- 
quations,  et  elle  ne  donne  absolujmenVqu’iine 
seule  valeur  * = a,  dans  les  formules  'qui  ont 
été  données. 

La  deuxième , au  contraire , qui  n’appartient 
qu’au  système  multiple,  est  étrangère  au  cal- 
cul  des  inéquations,  c’est  une  équation  com- 
posée qui  n’a  que  le  premier  et  le  dernier 
terme.  C est  le  seul  genre  des  équations  com- 
posées que  l’algèbre  peut  toujours  résoudre 
par  la  méthode  d’extraction  ; mais  c’est  aussi 
le  seul  genre  d’équations  sur  lequel  le  calcul  des 
inéquations  n’a  aucune  prise;  l’absence  de  tous 
les  termes,  et  sur-tout  du  premier  coefficient  A, 
lui  ôte  tous  ses  points  d’appui  ; on  a d’abord 
pour  toute  équation  d’un  degré  quelconque  , 

Vr  = o, 

et,  en  se  bornant  ici  aux  formules  du  troi- 
sième degré , le  grand  radical 

26 
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c’est-à-dire  que  cette  expression  désigne  une 
quantité  infiniment  grande , réelle  ou  imagi- 
naire. Il  en  est  de  même  des  autres  radicaux  dans 
les  équations  plus  élevées.  Ainsi  le  calcul  des 
inéquations  commence  où  le  secours  de  la 
méthode  des  équations  finit , et  son  but  est  de 
décomposer  les  équations  composées  par  la 
combinaison  du  système  additionnel  avec  le 
système  multiple. 
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DEUXIÈME  PARTIE- 


De  la  résolution  des  équations  composées 
à plusieurs  variables. 

273.  O»  a vu  que  la  multiplicité  des  racines 
provenait  du  produit  des  différentes  inconnues 
qui  ne  différaient  entr’elles  que  par  des  quan- 
tités additionnelles.  Ces  différens  produits  sont 
toujours  le  résultat  de  l’élimination  ou  de  la 
réduction  à une  équation  finale  qui  ne  con-* 
tienne  plus  qu’une  inconnue.  Si  l’on  a deux: 
équations  complètes  à deux  variables , l’une 
du  degré  m , et  l’autre  du  degré  u,  l’équation 
finale  sera  du  degré  mn\  il  en  résulte  donc 
Une  surcomposition , et  par  conséquent  Une 
multiplicité  d’équivoques  à débrouiller , indé- 
pendamment de  la  complication  et  de  l’exces^ 
sive  longueur  du  calcul  que  leur  solution 
exige. 

Il  est  donc  important  de  résoudre  immé- 
diatement ces  équations  à plusieurs  inconnues 
sans  avoir  recours  à l’élimination  , c’est  ce  que 
l’on  fait  par  le  calcul  des  inéquations. 
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274.  L’équation  à fieux  inconnues  du  pre- 
mier degré  se  réduit  à 

b x + c 


on  voit  qu’on  ne  peut  avoir  de  valeur  de  y 
qu  autant  qu’on  en  suppose  une  à a:,  et  qu’en 
se  bornant  à cette  seule  équation , y est  sus- 
ceptible d’une  infinité  de  valeurs  correspon- 
dantes à l’infinité. de  valeurs  qu’on  peut  sup- 
poser à x.  De  sorte  que  si  l’on  considère  que 
cette  équation  n’appartient  qu’au  système  nu- 
mérique, la  résolution  de  cette  équation  ne 
peut  être  représentée  que  par  un  tableau  à 
deux'  colonnes,  dpnt  la  première  contiendrait 
les  valeurs  numériques  supposées  à x ; et  la 
deuxième  , les  valeurs  correspondantes  de  y ; 
alors  x et  y ne  s’appellent  plus  inconnues  , 
mais  variables.  La  question  des  problèmes  in- 
déterminés consiste  à chercher  dans  ces  espèces 
d’équations  , quels  sont  les  nombres  entiers 
qu’il  faut  supposer  à x , pour  qu’il  en  résulte’ 
d’autres  nombres  entiers  pour^. 

270.  Maintenant  si  je  considère  que  l’équa- 
tion appartient  au  système  géométrique  * je 
vois  qu’en  prenant  du  point  A (fig.  2) , comme 
origine  des  valeurs,  et  sur  une  droite  indéter- 
iniuée  AX  une  portion  AÇ==  0,  et  qu’en  tirant 
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ensuite  la  ligne  C 1)  = { , si  je  mène  par  led 
<leux  points  A et  D la  droite  indéfinie  ADN  ; 
et  si  je  tire  les  parallèles  PN,  P'N'  à dés  dis- 
tances variables  A P=  x , en  appelant  les  par- 
ties correspondantes  PNrr:^,  j’aurai  l’équation 

b x 
a ’ 

et  en  menant  enfin  la  parallèle  BM  à une  dis- 
tance 


l'équation  proposée  t 

bx  + c 

y = 

a 

exprimera  la  corrélation  des  valeurs  géomé- 
triques AP,  PM,  AP',  P'M\  etc.  Je  reforme 
mon  équation  à l’aide  d’un  théorème  de  géo- 
métrie , mon  équation  en  est  donc  la  traduc- 
tion. Par  cette  opération  j’applique  l’algèbre 
à la  géométrie.  » 

Maintenant  si  je  considère  que  l’éqbation 
proposée  appartient  au  système  numérique  , 
les  lignes  AP,  PM  , AP',  PM'  n’en  représen- 
teront pas  moins  la  corrélation  des  valeurs  nu- 
mériques de  x et  de  .y  ; alors,  sous  ce  point  de 
vue  , la  figure  deuxième  devra  être  considérée 
comme  une  espèce  d’écriture  , qu’on  peut  ap- 
peler algèbre  graphique , les  lignes  ne  tiraat 
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plus  leur  origine  du  système  géométrique  se. 
ront  considérées  n’exprimer  que  des  nom- 
bres dont  l’unité  sera  représentée  par  une  pe- 
tite droite  élémentaire,  et  la  ligne  BMM', 
qu’on  appelle  le  lieu  de  l’équation , n’est  plus 
une  ligne  géométrique , mais  doit  être  con- 
sidérée comme  une  trace  numérique. 

Lorsque  l’équation  est  du  premier  degré  , 
c’est-à-dire  lorsque  les  variables  ne  sont  point 
multipliées  par  elles-mêmes , il  en  résulte , 
dans  son  application  à la  géométrie,  que  cette 
ligne  est  droite,  et  il  en  résulte  plus  générale- 
ment que  tous  les  points  de  la  trace  numé- 
rique sont  dans  la  même  direction. 

Si  dans  l’équation  les  variables  sont  multi- 
pies  entr’elles , le  lieu  de  l’équation  est  une 
courbe  qui  est  d’un  degré  désigné  par  le  degré 
de  l’équation- 

276.  Il  faut  bien  distinguer  ce  qu’on  doit 
appeler  courbe  d’avec  les  traces  numériques  , 
dont  les  points  ne  sont  plus  dans  la  même 
direction.  Quand , d’après  des  loix  quelcon- 
ques, je  trace  une  ligne  qui  se  trouve  courbe  en 
vertu  de  ces  loix , je  crée  véritablement  une 
courbe  qui  appartient  au  système  géométri- 
que. Ainsi  je  fixe  une  des  pointes  du  compas 
et  je  promène  l’autre , elle  trace  une  courbe 
qui , par  la  nature  de  sa  construction , a tous 
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ses  points  également  éloignés  du  centre.  Pa- 
reillement je  fais  rouler  une  circonférence  sur 
une  droite  , et  je  remarque  la  courbe  que 
décrit  un  des  points  de  cette  circonférence 
pendant  son  mouvement.  Cette  courbe  a une 
origine  géométrique,  et  je  l’appelle  cycloïde. 

Pareillement  encore  je  fais  mouvoir  une 
ligne  de  manière  qu’une  de  ses  extrémités  A 
reste  fixe , et  l’autre  B parcoure  une  circonfé- 
rence en  même  temps  qu’un  point  mobile  par- 
tant de  l’extrémité  fixe  parcourt  la  longueur 
de  cette  ligne , je  remarque  la  courbe  que  par- 
court ce  point  mobile  en  vertu  de  ce  double 
mouvement.  Cette  courbe  a encore  une  ori- 
gine géométrique , et  je  l’appelle  spirale  : et 
ainsi  des  autres. 

Au  contraire,  j’ai  une  équation  quelconque 
composée  à deux  variables,  et  je  détermine 
d’après  cette  équation  différentes  valeurs  des 
ordonnées  PM,  PM',  etc.,  correspondantes 
aux  abscisses  AP,  AP'(fig.  3).Sijejoins  toutes 
les  extrémités  M , M',  M",  etc.  des  ordonnées 
par  des  droites  MM',  M' M",  etc. , je  n’aurai 
qu’une  trace  numérique , parce  que  dans  cette 
opération,  je  ne  remonte  pas  à l’origine  d’une 
courbe  géométrique,  dont  les  loix  de  sa  créa- 
tion seraient  exprimées  par  l’équation  propo- 
sée , je  me  borne  à traduire  une  expression 
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algébrique  en  une  autre  espèce  de  langage  om 
d’écriture  qui  est  tout  aussi  générale  que  l’al- 
gèbre , et  qui  peut  convenir  indistinctement 
à une  question  géométrique  ou  à.  une  ques- 
tion arithmétique. 

J’ai , par  exemple , l’équation 
y*  — ci*  — x*. 

Si  j’observe  que  cette  équation  est  l’expression 
de  la  loi  qui  détermine  la  création  du  cercle  , 
et  si , en  conséquence , je  trace  géométrique-? 
ment  une  circonférence,  j’ai  une  courbe.  Mais 
si , comme  dans  le  cas  précédent,  je  me  borne 
à déterminer  différens  points,  par  cela  même 
que  je  ne  remonte  point  à une  origine  géo- 
métrique, la  suite  de  petites  lignes  droites  qui 
joindra  ces  points  ne  sera  qu’une  trace  numét 
rique  ; ces  petites,  lignes  droites  sont  étran- 
gères à l’équation  , il  n’y  A qüe  les  extrémités 
des  coordonnées  qui  lui  appartiennent,  et  qui 
par  leur  position  déterminent  la  forme  de  la 
trace. 

‘Construire  géométriquement  une  courbe, 
en  former  une  équation  ou  traduire  en  algèbre 
la  loi  de  sa  création  j c’est  ce  qu’on  peut  ap- 
peler la  synthèse  des  courbes  ou  leur  compo- 
sition. 

Remonter,  au  contraire,  d’une  équation  à 
la  courbe  qui  a pu  la  former,  chercher  à transe 
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former  cette  équation  en  une  autre  qui  appar- 
tienne à une  courbe  que  l’on  connaît  : cher- 
cher encore  dans  les  propriétés  d’une  trace 
numérique  que  l’on  construit,  d’abord  une  loi 
d après  laquelle  on  puisse  construire  géomé- 
triquement une  courbe  qui  puisse  rendre  l’é- 
quation que  l’on  avait;  ces  opérations  appar- 
tiennent à l'analyse  des  courbes.  L’ensemble 
de  ces  deux  marches  opposées  dans  leur  direc- 
tion appartient  à la  théorie  des  courbes. 

277.  Les  sections  coniques  offrent  un  exem- 
ple d’une  théorie  complète;  d’abord  lecerole, 
l’ellipse  , l’hyperbole  et  la  parabole  se  tracent 
géométriquement,  ou  par  un  mouvement  con- 
tinu selon  des  loix  d’après  lesquelles  on  établit 
leur  équation.  On  forme  encore  géométrique- 
ment ces  quatre  courbes  par  la  section  du  cône, 
et  on  obtient  de-là  encore  leur  équation.  D’un 
autre  côté  toutes  les  équations  du  deuxième 
degré  à deux  variables  s’appliquent  à l’une  de 
ces  quatre  courbes. 

Mais  le  nombre  des  courbes  dont  on  a ainsi 
une  théorie  complète  est  très-limité.  La  pres- 
que totalité  des  équations  à deux  variables  qui 
Surpassent  le  deuxième  degré  , ne  conduit  à 
aucune  courbe  connue  ; elles  ne  sont  donc 
susceptibles  que  d’être  traduites  en  algèbre 
graphique  , et  toutes  les  prétendîtes  courbes 
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qu’on  en  obtient  ne  sont  que  des  traces  numé- 
riques. 

Néanmoins  la  traduction  de  toutes  les  équa- 
tions des  degrés  supérieurs  à deux  variables 
en  traces  numériques  a un  grand  but  d’utilité. 
Si  j’ai  deux  équations  de  cette  espèce,  je  cons- 
truis leur  trace  numérique  avec  les  mêmes 
axes  des  coordonnées,  et  avec  la  même  ori- 
gine des  valeurs  ; alors  les  points  d’i  ntersection 
de  ces  deux  traces , ou  les  points  qui  leur  sont 
communs  , déterminent  immédiatement  les 
valeurs  de  x et  de  y qui  conviennent  aux  deux 
équations,  et  dispensent,  par  ce  moyen,  de 
l’énorme  calcul  qu’exige  l’élimination  des  in- 
connues. 

278.  Lorsque  les  équations  renferment  trois 
vari&bles  , leurs  valeurs  corrélatives  se-  dé- 
terminent à l’aide  de  trois  plans  coordonnés 
perpendiculaires  entr’eux  , dont  les  inter- 
sections forment  les  trois  axes  des  coordon- 
nées x ,y,  2;  les  points  de  la  trace  numérique 
11e  se  trouvent  plus  alors  dans  le  même  plan  : 
le  lieu  de  tous  ces  points  appartient  à une  sur- 
face courbe , si  l’on  peut  remqnter  à une  cons- 
truction géométrique  qui  puisse  rendre  la 
même  équation  ; autrement  on  n’aura  qu’une 
trace  numérique  qui  aura  la  forme  d’un  po- 
lyèdre, dont  toutes  les  facettes  et  les  arrêtes 
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seront  étrangères  à l’équation , il  n’y  aura  que 
les  sommets  des  angles  solides  qui  lui  appar- 
tiendront. 

Si  l’on  a trois  équations  composées  à trois 
variables , on  aura  trois  surfaces  courbes  , ou 
trois  surfaces  de  polyèdres , qui , étant  rappor- 
tées aux  trois  mêmes  plans  coordonnés,  déter- 
mineront, par  leur  intersection,  les  valeurs 
x , y , z qui  conviennent  au  problème.  Ces 
points  d'intersection  peuvent  se  déterminer 
par  les  projections  de  ces  surfaces  courbes , ou 
de  ces  polyèdres  sur  les  plans  coordonnés , et , 
par  ce  moyen  , on  ramène  la  solution  de  ces 
espèces  d’équations  à celle  des  équations  k 
deux  variables , et  par  le  moyen  des  traces  nu- 
mériques simples  tracées  sur  des  plans. 

Tel  est  l’apperçu  général  de  la  résolution 
des  équations  composées  à plusieurs  variables 
par  le  moyen  de  l'application  de  l’algèbre  à la 
géométrie. 

Les  géomètres  , n'établissant  aucune  dis- 
tinction entre  les  courbes  et  les  traces  numé- 
riques, considèrent  une  équation  quelconque 
comme  appartenant  à une  courbe  géométri- 
que, mais  dont  on  ignore  les-loix  de  construc- 
tion. On  peut  bien  considérer  les  équations  de 
cette  manière,  et  il  le  faut  bien  quand  on  ne 
distingue  pas  les  courbes  (les  traces  numéri- 
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ques  ; mais  alors  on  rapporte  toutes  les  équa- 
tions à des  chimères  lorsqu’elles  surpassent 
le  deuxième  degré.  Et , en  les  appliquant  toutes 
au  système  géométrique , on  fait  une  appli- 
cation étrangère  au  büt  qu’on  se  propose  : 
car  toutes  les  courbes , ou  presque  toutes  les 
courbes  qui  surpassent  le  deuxième  degré  , 
ne  sont  que  des  échafaudages  dont  on  se  sert 
pour  déterminer  les  valeurs  corrélatives  des 
variables  ; elles  ne  sont  donc  qu’un  instru- 
ment général  dont  on  se  sert  pour  résoudre 
les  équations,  quelque  soit  leur  objet,  quel 
que  soit  le  système  géométrique  ou  arithmé- 
tique auquel  elles  appartiennent;  elles  ne  sont 
donc  enfin  qu’une  algèbre  graphique,  et  non 
pas  une  application  spéciale  de  l’algèbre  à la 
géométrie.  C’est  sous  ce  point  de  vue  que  je 
les  considère. 

Les  courbes  ou  les  traces  numériques  ne 
sont  que  des  moyens  accessoires  pour  résou-* 
dre  les  équations  composées  à plusieurs  va- 
riables ; c’est  le  seul  but  auquel  je  tends. 

Je  considère  d’abord  les  équations  à deux 
variables;  les  moyens  de  solution  qui  leur  con- 
viendront s’appliqueront  immédiatement  aux 
équations  à plusieurs  variables. 

Je  considère  1“.  les  équations  dans  lesquelles 
une  des  deux  variables  , y n’est  qu’au  premier 
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degré  avec  une  fonction  quelconque  de  a-  à 
un  degré  quelconque  ; 

2°.  Les  équations  qui  renferment  une  fonc- 
tion de  y au  deuxième  degré , et  une  fonction 
de  x à un  degré  quelconque  ; 

3°.  Les  équations  qui  renferment  une  fonc- 
tion de  y au  troisième  degré  et  une  fonction 
de  x à un  degré  quelconque  , et  ainsi  de  suite. 

CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  résolution  des  équations  qui  renferment 
y à la  première  puissance  et  aveç  une  fonc- 
tion de  x à un  degré  quelconque. 

» , *i  * , 

279.  Les  équations  de  oette  espèce  se  di- 
visent en  deux  classes  , la  première  renferme 
celles  où  y n’a  pour  coefficient  que  des  quan* 
ti  tés.  cons  tan  tes  ; et  la  seconde  renferme  celle* 
où  y est  affçeté  d’une  fonction  de  x- 

La  première  sorte  renferme  les  équations 
dont  la  forme  générale  est  .. 

y=p{xm +kx"~’  + Bxm-4 . . ; Î7 + Mr+NJ=o  ; 

je  considère  d’aliord  toutes  les  racine*  réelles  ; 

elles  équivalent  donc  à . , 

* \ 

^“P[(*  + «)(J'  + i)(*  + f)(+  etc.  7 
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Si  on  traduit  cette  équation  en  une  trace 
numérique  , on  voit  que  x étant  successive-^ 
ment  =o,  en  correspondant  aux  différentes 
racines  a , b , c , etc.  çette  trâce  , ou  cette 
courbe , coupera  l’axe  des  X aux  points  x,  , 
etc.  , comme  on  le  voit  ( fig.  4 ) ; et 
le  deuxième  membre  de  cette  équation  chan- 
geant de  signe  en  passant  d'une  racine  à l’au* 
tre , il  faudra  que  la  courbe  aille  en  serpen- 
tant alternativement  au-dessus  et  au-dessous 
de  l’axe. 

Les  racines  se  trouvent  placées  selon  leur 
ordre  de  solution  , tel  qu’on  l’a  vu  dans  la 
première  partie.  Lorsqu’elles  sont  en  partie 
positives  et  en  partie  négatives , la  première 
est  la  plus  grande  racine  positive  , et  la  suite 
des  racines  va  en  décroissant  de  X vers  X',  et 
quand  elles  ont  franchi  l’origine  des  valeurs  A, 
elles  sont  négatives.  Si  elles  étaient  toutes  né- 
gatives, la  première  racine  serait  Ax,  (fig.  5), 
qui  est  la  plus  petite  en  nombre,  comme  on 
l’a  vu. 

y étant  positif  ne  parvient  à la  valeur  zé ro 
que  par  des  valeurs  qui  décroissent  successi- 
vement , et  comme  après  avoir  franchi  zéro  , 
il  devient  négatif , il  s’ensuit  que  sa  valeur 
continue  de  décroître  , et  en  continuant  de 
décroître  , ses  ordonnées  s’alongent  dans  le 
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sens  négatif;  mais  comme  sa  valeur  doit  redeve* 
nir  = o , puis  positive , elle  croit  donc  de  nou- 
veau , et  elle  commence  à croître  au  point  où 
son  ordonnée  négative  est  la  plus  grande  ; de 
même  , elle  commence  à décroître  au  terme 
où  son  ordonnée  positive  est  aussi  la  plus 
grande  ; les  termes  d’accroissement  et  de  dé- 
croissement sont  donc  des  maximum  ; il  faut 
donc  avoir  recours  au  calcul  différentiel  pour 
les  trouver. 

Soit  d’abord  l’équation  du  troisième  degré 
280.  iy=j/>(a;3-hAa?*  + Ba;  + C), 
j’aurai 

= 3**  + 2 A ar  + B = o ; 

d’où  j’ai  , 

■*•= — j(A=f\/a*  — 3B) 

pour  les  valeurs  de  x qui  répondent  à dent 
maximum. 

On  peut  remarquer  que  le  radical  contient 
la  relation  des  deux  coëfficiens  A et  B qui  con- 
viennent au  troisième  degré  ; et  ces  deux  va- 
leurs correspondantes  au  maximum  sont  les 
mêmes  que  les  quasi  - valeurs  extrêmes  des 
équations  du  troisième  degré,  à l’exception  du 
grand  radical  , comme  on  l’a  vu  dans  la  pre- 
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mière  partie  (5i)  ; car  on  avait 

et  l’on  a ici  simplement 

— — i(A  — ^r), 

= — t(  a + 

La  première  de  ces  deux  valeurs  appartient 
à un  minimum  ; et  la  deuxième  à un  maxi- 
mum ; car  en  différentiant  de  nouveau  l’équa+ 
tion,  j’ai 

, / » y < 

^ = 6x  + a A, 
a jl 


d’où  j’ai , en  prenant  la  valeur  de  xt , 


et,  en  substituant  celle  de  x% , j’ai 
— a Y'r; 

j’ai  donc  une  trace  de  la  forme  telle  qu’on  la 
voit  ( fig.  6 ) . Le  minimum  P M serait  un  maxir 
mum  si  on  consUJérait  sa  valeur  indépendam- 
ment de  son  signe;  c’est  donc  une  valeur  pro- 
négative : en  effet  si  j’avais  eu  1 équation 
. J y =5=  y 4-  p (x3  4 À a?*  «f*  B # -+•  C ) , 
en  y substituant  pour  x la  première  des  deux 
valeurs , 

ï C A — ) 5 
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îa  fonction  de  x m’aurait  donné  un  résultat 
négatif  n,  et  j’aurais  eu 

y~q  — n\ 

dans  ce  cas,  en  prenant  AB  = y et  mettant 
l’origine  des  valeurs  en  B,  on  aurait  eu  pour 
le  minimum 

y = NP  — PM  = N M , 
et  pour  le  maximum 

" y ==  N' P'  + P'M'  = r M'  ; 
la  première  est  alors  la  plus  petite  des  ordon- 
nées, et  la  deuxième  la  plus  grande,  dans  la 
latitude  des  racines  ; car  avant  la  première 
racine  et  après  la  dernière,  la  trace  numérique 
ou  la  courbe  n’a  plus  de  variation  d’inflexion. 

281.  Pour  trouver  les  variations  d’inflexion 
qui  n’appartiennent  pas  aux  maximum  , ou 
pour  trouver  ce  qu’on  appelle  les  points  d’in- 
flexion , je  fais 

d‘y_ 
dx * °* 


Ce  point  est  plus  éloigné  de  l’origine  des  va- 
leurs que  la  première  racine,  et  que  le  mini- 
mum PM,  et  il  en  est  plus  près  que  le  maxi- 
mum P'M';  il  est  donc  entre  le  maximum  et 
le  minimum . 

a7 
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11  n'y  a dans  ce  cas  qu’un  seul  point  d in- 
flexion , parce  qu’après  le  maximum  P'  M'  la 
courbe  coupe  l’axe  au  point  de  la  dernière  ra- 
cine et  n’a  plus  aucune  variation  d’inclinai- 
son. 

282.  Soit  maintenant  l’équation  du  qua- 
trième degré 

y = p ( ’x * -J-  A x3  -p  B x*  + C x + D)  7 
j’ai 

— = 4ï’+3A*‘  + ïB*  + C = o, 

dx 

ou 

xJ  •+■  l A x*  + ï®*  + ï C = o ; 
j’ai  pour  cette  équation  du  troisième  degré 

tf€  = ff(8AB  — 2 A3  — 16  C). 
__ii(2A3  — 8AB+  16  C). 

On  voit  que  le  radical  originel  contient  la 
relation  de  A et  B qui  convient  au  quatrième 
degré,  et  que  la  valeur  de  SC  contient  égale- 
ment la  relation  des  trois  premiers  coëfficiens 
qui  conviennent  également  aU  quatrième  degré; 
on  a en  conséquence  pour  les  trois  quasi-va- 
leursde  x , d’après  la  formule  générale  du  troi- 
sième degré  ci-dessus  (i63),  première  partie  , 
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!A—  J/  A»~}B 

. [X3(A.-.ïB'-l^r8AB+ii£2 
..-lut  A + iK^-lK^ 


«.-IIHA+I^-kÏ''''^  ar  + ï?. 

En  substiluant  successivement  ces  trois  quasi 
valeurs  dans  la  proposée 


y —P  (**  + , etc., 

on  aurait , pour  la  première  et  la  dernière  va- 
leur de  y , des  quantités  négatives  , et  une 
quantité  positive  pour  la  valeur  moyenne  de  x; 
ainsi  la  courbe  aurai!  un  maximum  compris 
entre  deux  minimum , et  on  aurait  la  trace 
numérique , telle  qu’on  la  voit  ( fig.  7 ). 

283.  Pour  prendre  les  points  d'inflexion, 
je  différentie  de  nouveau , j’ai 

d%  y . 

— — = 12  x’  4-  6 Ax  -f  2 B ; 
dx 


en  faisant  cette  valeur  =0,  j’ai  pour  les  deux 
points  d’inflexion, 

*,=-j(A— V>-ÎB), 

. .*•=— H *.+  »?)•  _ . 

On  voit  qu’il  y aura  deux  points  d’inflexion, 
le  premier  plus  loin.de  l’origine  etqpe  lepre- 
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mier  minimum  P M , et  le  deuxième  plus  prés 
que  le  deuxième  minimum  P''M".  Ainsi  la  trace 
numérique  a deux  inflexions  comprises  entre 
le  premier  et  le  dernier  minimum. 

En  général , on  peut  voir  que  quand  toutes 
les  racines  sont  réelles  , il  y a autant  de  maxi- 
mum ou  minimum  qu’il  y a de  racines  dans 
l’équation  moins  une  ; et  autant  de  points 
d’inflexion  qu’il  y a de  racines  moins  deux. 

Si  je  différentie  l’équation  proposée  une  troi- 
sième fois , comme  les  deux  premières,  j’ai 

' • g = >4*  + 6A,.. 

d’où 

ar  = — iÀ. 

284.  On  voit  qu’à  chaque  différentiation, 
si  on  fait  = o , les  expressions 

dy  d\y  ÿ_y  . 

dx'  dx''  dx"  ' 

les  valeurs  qui  en  résultent,  pour  x,  perdent 
successivement  un  radical  de  tous  ceux  qui 
entrent  dans  la  formule  de  solution  de  la  pro- 
posée ; mais  que  les  radicaux  qui  restent  ren- 
ferment toujours  çles  relations  de  coëfficiens 
qui  appartiennent  à l’équation  proposée  ; 
qu’enfin,  à la  dernière  différentiation,  on  a, 
pour  x , une  valeur  qui  convient  aux  racines 
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toutes  égales,  et  qui  est  dépourvue  de  toute 
fonction  qui  constitue  l’inégalité  des  racines. 

a85.  On  peut  remarquer  que  ces  différentes 
valeurs  naissent  de  l’inégalité  des  racines  ; elles 
sont  toutes  en  fonctions  de  radicaux  qui  déter- 
minent l’inégalité  des  racines.  Ainsi  la  méthode 
générale  de  solution  qu’on  a développée  dans 
la  première  partie  , détermine  tous  les  points 
d’intersection  des  traces  numériques  avec  la 
ligne  des  x,  et  les  équations  qu’on  obtient 
des  expressions  différentielles  qu’on  fait  = o , 
déterminent  toutes  les  variations  d’inflexion 
qui  résultent  également  de  l’inégalité  des  ra- 
cines. 

286.  Quand  les  racines  sont  toutes  égales  , 
l’équation  générale  équivaut  k 

y—p{x  + a)m ; 

dans  cette  expression  y ne  peut  être  qu’une 
fois  =0;  si  m est  pair,  il  ne  cesse  pas  d’être 
positif,  s’il  est  impair,  il  ne  passe  qu  une  fois 
du  négatif  au  positif. 

Pour  obtenir  les  maximum  de  cette  courbe , 
je  fais  la  première  différentielle  =0,  j’ai 

d’où 

x = — av 
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Si  je  substitue  cette  valeur  dans  les  différen- 
tiations successives  , 


à'y 

d x* 


m.m  — i p ( x + a)m  * , 


d\y 

d x3 
â *y 
d x* 
dy 

~dm  x 


= m.m  — i . m — 2 />  ( x + a)"-3, 

= m.m  — î.m  — a.m — 3 p(x  + a)m~4, 
= m.m  — t.m  — 2 .m  — 3 i . p ; 


elles  seront  toutes  égales  à zéro,  excepté  la 
dernière  qui  ne  contient  point  de  fonction  de  x. 

Maintenant,  si  m est  pair,  la  dernière  ex- 
pression différentielle  est  paire  , et  comme  elle 
ne  peut  pas  être  = o et  que  sa  valeur  est  po- 
sitive , il  s’ensuit  qu’on  a un  minimum  , et 
qu’il  n’y  a point  de  point  d’inflexion. 

La  valeur  x = — a , qui  correspond  au  lieu 
du  minimum , étant  substituée  dans  l'équation 
proposée 

y = p ( xS  etc. , 

donne  y = o;  on  a donc  une  courbe  ou  une 
trace  de  la  forme  représentée  par  la  fig.  8. 

Si  m est  impair,  l’avant-dernière  expression 
différentielle  , qui  est  paire  , étant  la  dernière 
qui  puisse  être  = o , il  s’ensuit  qu’on  n’a  qu’un 
point  d’inflexion  et  point  de  maximum  ; on 
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a donc  line  courbe  ou  une  trace  de  la  forme 
représentée  ( fig.  9 ). 

On  peut  remarquer  que,  si  m = a , la  trace 
numérique  sera  line  véritable  courbe,  ce  sera 
une  parabole  qu’on  peut  construire  géométri- 
quement, et  non  pas  par  points. 

287.  Supposons  maintenant  que  la  fonction 
de  x de  l’équation  proposée , contienne  des 
facteurs  imaginaires , je  considère  d’abord  que 
la  fonction  de  x n’est  que  du  troisième  degré , 
l’expression  des  deux  valeurs  de  x qu’on  a ob- 
tenues pour  le  maximum 

x=  — j(À  — \/  A* -—3  B) 
indique  qu’il  y a encore  un  minimum  et  un 

maximum , si  \/  A* — 3 B est  réel , et  qu’il  n’y 
en  aura  point  s’il  est  imaginaire;  car  l’expres- 
sion imaginaire  indique  , par  elle  - même  , 
qu’on  a commis  une  erreur  en  faisant 


d’où  elle  est  résultée.  Mais,  dans  tous  les  cas,  on 
aura  un  point  d’inflexion , parce  qu’en  faisant 


on  a 

* = — j A, 
qui  est  toujours  réel. 
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On  aura , pour  ces  différens  cas , des  traces 
numériques  qui  seront  représentées  par  les 
fig.  io,  ii,  12,  r 3 ; les  traces  fig.  îo  et  1 1 ap- 
partiennent au  cas  où  A* — 3 B est  réel  , la 

première  des  deux  quand  x,  est  répl , et  la  deu- 
xième quand  c’est  Celles  fig.  12  et  i3  appar- 
tiennent au  cas  où  y/  A* — 3 B est  imaginaire  , 
la  première  des  deux  quand  xx  est  réel , la 
deuxième  quand  c’est  la  troisième  racine  x^. 

288.  Je  viens  maintenant  au  cas  où  la  fonc- 
tion de  x de  la  proposée  est  du  quatrième  de- 
gré, en  faisant 


pour  avoir  les  maximum , on  obtient  une  équa- 
tion du  troisième  degré , comme  on  a vu  ci- 
dessus  (282)  ; si  ces  trois  valeurs  sont  réelles, 
on  aura  trois  maximum  ou  minimum,  comme 
dans  le  cas  où  toutes  les  racines  de  la  propo- 
sée sont  réelles.  En  différentiant  une  seconde 
fois , les  deux  valeurs  qu’on  obtient 

x — — iCA=Fy/  A* — |B) 

annoncent  qu’il  y a encore  deux  points  d’in- 
flexion. Les  fig.  i4  et  i5  indiquent  la  forme 
que  doit  avoir  la  trace  numérique  dans  ce  cas. 
La  première  des  deux  est  pour  le  cas  où  la 
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fonction  de  x , dans  la  proposée  a deux  fac- 
teurs réels  et  deux  imaginaires  ; et  la  deuxième 
est  pour  le  cas  où  elle  a ses  quatre  facteurs 
simples,  ou  ses  quatre  racines  imaginaires. 

On  peut  toujours  s’assurer  immédiatement 
de  ce  cas  par  la  relation  des  coëfficiens  de  la 
proposée  ; il  faut  pour  cela  qu’on  ait  à la  fois 
A*  — ® B > o , 

a ( A*  — * B ) — ( a As  — 8 A B + i6C)>o, 

2 (A*  — f B)+  (aA3  — 8AB  + i6C)>o, 
d’après  la  formule  ci-dessus  (282). 

Si  l’une  de  ces  deux  dernières  inéquations 
était  négative  , il  y aurait  deux  racines  imagi- 
naires dans  l’équation  des  maximum  , il  n’y 
en  aurait  qu’un  seul , et  il  est  nécessaire  qu’il 
y en  ait  un  ; parce  que  l’équation  des  maxi- 
mum , qui  est  du  troisième  degré , a nécessaire- 
ment une  racine  réelle.  Les  fig.  16  et  17  ex- 
priment la  forme  de  la  trace  numérique  pour 
ce  cas  ; la  première  des  deux  convient  au  cas 
où  la  proposée  aurait  ses  deux  premières  ra- 
cines réelles  , et  la  deuxième  au  cas  où  elles 
seraient  toutes  imaginaires. 

Si  \/ A*  — |B  était  imaginaire,  il  y aurait 
toujours  un  minimum  ; mais  l’expression  des 
points  d’inflexion 

x — — i ( A =F  V/ÂT— !~B) 
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indique  qu’il  n’y  en  aurait  point  ; mais  la 
troisième  différentielle 

æy  / « & 

-7- ~ = 24  X 4-  6 A , 
a x 


étant  =0,  donne  x — ^A,  qui  est  toujours 
réel  ; cette  différentielle  appartient  au  seul 
maximum  qui  reste  , et  la  différentielle  d’un 
degré  pair 


àKy  ___ 

d xx 


qui  a une  valeur  positive,  indique  que  c’est 
un  minimum.  Ainsi  , dans  ce  cas,  la  courbe 
ou  la  trace  aura  la  forme  que  l'on  voit  ( 6g.  18 
et  19). 

La  première  des  deux  est  encore  pour  le 
cas  où  la  proposée  aurait  deux  racines  réelles  , 
et  la  deuxième  pour  le  cas  où  toutes  ses  racines 
seraient  imaginaires. 

Ces  deux  courbes  ne  diffèrent  pas,  quant 
aux  variations  d’inclinaison  , de  la  courbe 
( 6g.  8 ),  qui  appartient  à une  fonction  de  x, 
d’un  degré  pair  dont  toutes  les  racines  sont 
égales. 

• 28g.  Je  passe  à l’équation  qui  contient  une 
fonction  de  x du  cinquième  degré  , 

y ~p(x*  + Ax*  + B**  4-  D#  + E) , 
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j’ai 

= 5 X*  + 4 A X3  + 3 B **  + 2 Car  + D , 

a x 

d’où  l’équation  des  maximum  est 

x*  -f  y A*3  -f  yBx*  + yCa?4*ÿD  = o; 

le  radical  \/  A'*  — * B'  du  quatrième  degré , 
devient 

= 7 V'A‘  — iB> 
la  petite  quasi-valeur 

® = i(A'-3/ A'* — y B', 

devient 

— ?(A  — 3 y/  A*  — 
en  différentiant  encore  , j’ai 

(ï—¥-  — 3o  x5  + 12  A x*  + 6 B*  + a G , 
ax% 

qui  donne  , pour  l’équation  des  points  d’in- 
flexion , 

x3  + o,6A**  -+•  o,3B*  +o,iC  = o; 
le  radical  y/  A'* — 3B'  du  troisième  degré,  devient 
ft/A’-fB, 

la  quasi-valeur 

v = — 2 y/A'a  — 3 B'), 

devient 

» = t ( A — 3 yf A1  — IB? 

Je  ne  chercherai  point  à trouver  les  relations 
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des  autres  coëfficiens  ; mais  , d’après  ceci  et 
d’après  ce  qu’on  vient  de  voir,  dans  ce  cha- 
pitre, on  peut  conclure  cette  régie  générale. 

2 qo.  i °.  L’équation  des  maximum  d’une  équa- 
tion proposée  d’un  degré  n , est  du  degré  n — I ; 
ses  quasi-valeurs  dans  le  calcul  des  inéquations 
sont  exprimées  par  les  formules  de  solution  du 
degré ra — i;  maisles relations  des  coëfficiens, ou 
les  valeurs  de  i£B,  tSC , iSD,  etc.  qui  entrent  dans 
ces  expressions  , sont  celles  qui  conviennent 
au  degré  m , et  le  dénominateurgénéral  du  pre- 
mier coëfficient  A,  et  de  tous  les  radicaux  est/77; 

20.  L’équation  des  points  d’inflexion  est  du 
degré  n — 2 , ses  quasi-valeurs  sont  également 
exprimées  par  les  formules  de  solution  du  de- 
gré n — 2 , et  les  relations  des  coëfficiens,  dans 
ces  expressions  appartiennent  encore  au  degré 
m , et  le  dénominateur  général  est  encore  m ; 

3°.  Il  en  est  de  même  des  équations  qui  résul- 
tent de  toutes  les  différentiations  successives 
qu'on  fait  =0 , et  qui  appartiennent  aux  maxi- 
mum des  racines  qui  suivent , si  le  degré  diffé- 
rentiel est  impair,  et  aux  inflexions  qui  suivent 
si  le  degré  différentiel  est  pair.  De  sorte  que  les 
formules  de  solution  que  donne  le  calcul  des 
inéquations  peuvent  servir  aussi  à déterminer 
toutes  les  variations  d’inclinaison  de  leur  trace 
numérique. 
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291 . La  deuxième  sorte  de  courbes  ou  traces 
numériques  appartient  aux  équations  dans  les- 
quelles^ est  affecté  d’une  fonction  de  * quel- 
conque , je  prends  d’abord  le  cas  le  plus  sim- 
ple , celui  où  le  numérateur  du  deuxième  mem- 
bre de  l’équation  n’est  qu’une  constante , tel 
que  è 

y = 

J xm  + A *m-‘  -f  B -f  N ’ 


si  les  racines  sont  toutes  réelles,  elle  équi- 
vaut à 

v = P 

(a;  + a)(x  + b)(x  + c). . . . etc. 

Dans  ce  cas  il  est.  clair  que  le  dénominateur 
6era  = o , et  par  conséquent’ y infini  toutes 
les  fois  que  la  valeur  de  x tombera  sur  une 
des  racines  de  la  fonction , il  changera  néan- 
moins de  signe  en  passant  d’une  racine  à l’au- 
tre ; la  courbe  ou  la  trace  numérique  devra 
avoir  la  forme  telle  qu’on  la  voit  ( fig.  20  ). 
Le  passage  d’une  racine  à l’autre  est  déter- 
miné par  deux  asymptotes  qui  ont  une  direc- 
tion opposée.  Ainsi  l’ordonnée  la  plus  près 
de  x , , avant  d’y  arriver  , est  encore  positive  ; 
mais  comme  elle  est  le  plus  près  possible  du 
point  où  le  premier  facteur 

(*  + a)  = o, 
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elle  est  donc  la  plus  grande  possible  ; c’est 
donc  une  asymptote.positive , immédiatement 
après  quand  x a franchi  la  valeur  de  la  pre- 
mière racine , l’ordonuée  qui  est  la  plus  près 
de  ce  terme  est  négative  ; mais  comme  elle  est 
infiniment  près  du  terme  où 
x + a = o , 

elle  forme  donc  une  asymptote  dans  une  di- 
rection opposée  à la  première.  Le  même  rai- 
sonnement a lieu  pour  le  passage  des  autres 
racines. 

Ensuite  , quand  la  courbe  a franchi  la  lati- 
tude de  .toutes  les  racines",  elle  se  prolonge  à 
droite  et  à gauche  par  deux  asymptotes  encore 
opposées  qui  s’approchent  toujours  de  l’axe 
des  x , sans  jamais  les  toucher. 

En  effet,  dans  ce  cas-ci  où  toutes  les  racines 
sont  supposées  négatives , quand  x = o , on  a 


r _ _ a*.  j 

. abcd  etc. 

si  on  augmente  x successivement  dans  la  di- 
rection positive , le  dénominateur  ou  le  pro- 
duit dos,  facteurs 

(x  + a)  (x  + b)  {x  + c ) 

•croîtra  successivement,  et  rien  ne  pourra  li- 
miter l'accroissement  qu’on  pourra  lui  don- 
ner ; la  valeur  de^  décroîtra  donc  dans  la  mê- 
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me  proportion  , la  trace  numérique  s’appro- 
chera donc  constamment  de  l’axe  des  x. 

Il  en  sera  de  même  vers  les  x négatifs  quand 
y aura  franchi  toutes  les  racines,  les  facteurs 
(•r-f-a)(ar  + £>)  etc. 

formeront  encore  un  produit  qui  ira  toujours 
en  croissant , il  en  résultera  par  conséquent 
une  autre  asymptote. 

L’équation  la  plus  simple  de  cette  espèce  est 
celle-ci 

y = _jP_. 
x -+■  a ’ 

la  trace  numérique  qui  en  résulte  est  une  vé- 
ritable courbe  , c’est  l’hyperbole  rapportée  à 
ses  asymptotes  ( fig.  21)  ; elle  a une  origine 
géométrique. 

On  voit , par  la  nature  de  l’équation  pro- 
posée , que  les  maximum  de  la  fonction  de  x , 
prise  isolément  , étant  au  dénominateur  for- 
ment des  minimum,  et  réciproquement. 

Quant  aux  racines  imaginaires,  on  voit  que 
toutes  les  fois  qiï’il  y a des  racines  imaginaires , 
il  n’y  a point  d? asymptotes  correspondantes 
à leur  valeur. 

En  général , les  asymptotes  tiennent  ici  lieu 
de  l’intersection  de  l’axe  quand  la  fonction 
de  x est  au  numérateur  ; le  reste  suit  la  même 
loi , mais  toujours  dans  un  ordre  inverse. 
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Enfin  je  viens  à l’équation  la  plus  compli- 


quée , et  qui  est  de  la  forme 

p(xm  + A/-  + B*™"» + N) 

y ~~  q {x"  + AV-1  + BV'*. + N') 


Dans  la  trace  numérique  qui  résulte  de  cette 
équation  , les  racines  soit  qu’elles  soient  au 
numérateur  ou  au  dénominateur,  suivent  leur 
rang  numérique , de  sorte  que  celles  du  dé- 
nominateur viennent  s’intercaler  entre  celles 
du  numérateur  , pour  prendre  la  place  qui 
leur  convient , et  forment  des  asymptotes  au 
lieu  d’intersection  de  l’axe.  Soit  donc  l’équa- 
tion suivante  , décomposée  en ‘ses  facteurs 
simples  : 

p(x  + a)(x  + b)(x  + d)(x  + e ) ( x 4-  h ) 
^ (*  + <?)(*  +/)(*  + /f)(*  + 0(ar+  /) 

l’ordre  alphabétique  des  lettres  a,  b , c,  d,  etc. 
y suit  le  rang  numérique  des  racines,  on  doit 
avoir  une  trace  numérique  de  la  forme  repré- 
sentée ( fig.  22  ) ; elle  se  termine  par  une 
asymptote  le  long  de  l’axe  des  x négatifs , parce 
que  la  dernière  racine  est  au  dénominateur  ; 
il  y en  aurait  eu  une  de  même  le  long  des  pc 
positifs  , si  la  première  racine  s c + a eût  été 
au  dénominateur.  , } 

Pour  faire  voir  que  c’est  ainsi  que  lesracines 
se  disposent , il  suffit  d’observer  que  la  valeur 
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du  numérateur  ne  change  de  signe  qu’au  lieu 
où  les  racines  du  numérateur  coupent  l’axe 
des  abscisses,  quand  le  numérateur  = o,  par 
la  supposition  de  x égal  à une  racine,  le  dé- 
nominateur n toujours  une  valeur  quelconque, 
à moins  qu’il  ne  s’y  trouve  la  même  racine 
qu’au  numérateur  : dans  ce  cas  la  fraction  pro- 
posée a un  facteur  commun  qu’on  fait  dispa- 
raître. Le  raisonnement  est  le  même  pour  les 
racines  du  dénominateur  , le  lieu  de  leurs 
asymptotes  est  aussi  invariable  que  celui  de 
l’intersection  de  l’axe  pour  les  racines  du  nu- 
mérateur. 

Il  n’en  est  pas  de  même  des  maximum,  des 
.points  d’inflexion,  etc.;  ceux  du  numérateur 
sont  modifiés  par  ceux  du  dénominateur,  et 
réciproquement.  Il  peut  arriver , par  exemple , 
que  le  lieu  d’un  minimum , au  numérateur, 
répondît  au  dénominateur  à un  point  très- 
près  de  la  valeur  d’une  racine  qui  rendît  le 
résultat  du  dénominateur  assez  petit  pour  for- 
mer un  maximum  au  lieu  d’un  minimum. 

Pour  avoir  tous  les  points  de  la  variation 
d’inclinaison  de  cette  trace  , il  faut  différen- 
tier  successivement  la  fonction  de  x , l’équa- 
tion des  maximum  se  trouve  être  du  neuvième 
degré  ; en  effet,  cette  fonction  ayant  dix  ra- 
cines différentes , est  réellement  du  dixième 

28 
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degré  : il  a suffi  pour  trouver  ces  dix  racines 
de  résoudre  séparément  les  deux  équations  du 
cinquième  degré , du  numérateur  et  du  déno- 
minateur ; mais  il  n’en  est  pas  de  même  pour 
trouver  les  maximum  , leur  position  dépend 
de  l’ensemble  de  toutes  les  racines. 

On  voit  déjà  comme  le  calcul  différentiel 
sur-compose  les  fonctions , ce  serait  bien  autre 
chose , si  le  numérateur  et  le  dénominateur 
contenaient  des  radicaux.  On  verra  comment 
on  peut  se  passer  de  ce  moyen , qui  conduit 
à des  résultats  souvent  très-compliqués,  quand 
les  fonctions  de  variables  sont  à un  degré  un 
peu  élevé.  L’on  verra  que  les  formules  de  so- 
lution qui  ont  été  exposées  dans  la  première 
partie  suffisent  pour  développer  la  théorie  des 
.courbes  de  tous  les  degrés. 

Je  me  suis  étendu  sur  ce  premier  chapitre , 
qui , considéré  d’une  manière  isolée  , ne  pré- 
sente pas  un  grand  but  d’utilité  ; mais  ici  il 
sert  de  base  à la  résolution  des  équations  des 
différens  degrés. 
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J 

CHAPITRE  IL 

De  la  résolution  des  équations  dans  lesquelles 
une  des  deux  variables  ne  se  trouve  qu'au 
premier  et  au  deuxième  degré , et  Vautre 
à un  degré  quelconque. 

2Q2.  Ce  chapitre  commence  aux  e'quations 
qui  sont  du  second- second degré  ; c’est-à-dire 
celles  où  x et  y sont  à la  première  et  à la 
deuxième  puissance.  Cellesqui  ne  contiennent 
que  x à la  première  puissance  se  trouvent 
comprises  dans  le  chapitre  precedent. 

PREMIÈRE  SECTION. 

De  la  résolution  des  équations  du  second-second 
degré. 

Cette  première  section  appartient  aux  sec- 
tions coniques , parce  que , quelle  que  soit  la 
forme  de  1 équation , on  peut  toujours  la  rame- 
ner à une  de  celles  qui  expriment  les  loix  de 
création  de  ces  courbes  géométriques.  Comme 
mon  but,  dans  cet  ouvrage,  n’est  que  de  tra- 
duire les  équations  eu  écriture  graphique,  je 
ne  les  considérerai  que  sous  ce  point  de  vue. 
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Soit  donc  l’équation  générale  du  second  - 
second  degré , 


y*  4-  A xy  + B x*  + Cy  -f  Ea;  + F = o ; 

en  regardant  x comme  une  quantité  connue  , 
j’ai  les  deux  valeurs  suivantes  : 

y — — * ( c + A*) 

=fc  ÎV^(A*— 4B)a?»  + a(AC— aE)a?+C‘— 4F, 
ou  jr  = —±(C  + Ax) 


2q3.  Ce  coefficient  (A*  — 4®)  est  remar- 
quable , il  exprime  la  relation  des  deux  pre- 
miers coëfficiens  qui  conviennent  au  degré  de 
l’équation.  Le  dernier  terme  C* — 4F  exprime 
la  même  relation.  On  remarquera  la  même  loi 
dans  les  degrés  plus  élevés.  J’appelle  p le  coeffi- 
cient A*  — 4 B i et , pour  donner  à l’équation 
la  forme  convenable  au  point  de  vue  sous 
lequel  je  la  considère , j’exprime  les  valeurs 
dey  de  la  manière  suivante  : 

y = — î(C  + f(x  + a)\x  + à'). 

Je  construis  la  partie  rationnelle  du  deuxième 
membre  en  prenant  du  point  A ( fig.  23),  ori- 
gine des  valeurs,  la  ligne  AC  = jA  ; puis  en 
tirant  du  point  C la  ligne  FD,  faisant  avec 
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l’axe  des  x un  angle  dont  la  tangente  A, 
cette  ligne  est  la  trace  nume'rique  des  équa- 
tions du  premier  degré , elle  sert  d’axe  à la  trace 
numérique  qui  résulte  de  la  fonction  com- 
prise sous  le  radical. 

294.  Quant  à cette  fonction,  il  faut  distin- 
quer  différens  cas , i°.  si  les  deux  racines  sont 
du  même  signe  ; si  elles  sont , par  exemple  , 
toutes  deux  négatives,  j’aurai  d’abord  un  pro- 
duit positif  en  substituant , à la  place  de  ar,des 
valeurs  négatives;  depuis  zéro  jusqu’à  la  rencon- 
tre de  la  plus  petite  racine  en  nombre  — — a , 
mon  produit  sera  nui  ; puis  en  faisant  croître 
x négativement,  le  produit  changera  de  signe, 
et  j'aurai  une  expression  imaginaire  jusqu’à 
la  rencontre  de  l’autre  racine  b , qui  me  don- 
nera encore  un  produit  =o  , après  quoi  j’au- 
rai, de  nouveau,  un  produit  positif  et  qui  ne 
cessera  pas  de  l’être,  parce. que  j’ai  franchi 
toutes  les  racines  ; d’un  autre  côté , si  je  donne 
à x des  valeurs  positives , je  ne  cesserai  pas 
d’avoir  un  produit  positif  toujours  croissant, 
j’aurai  donc  deux  branches  opposées  , dont  la 
première  commencera  en  H au  point  corres- 
pondant à x = — a,  et  l’autre  en  H'  au  point 
où  x== — ô;  la  partie  B G de  l’abscisse  —b — a 
comprise  entre  H et  H'  correspondra  à une 
trace  imaginaire.  Chacune  des  deux  branches 
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aura  à chaque  point  de  l’axe  F D deux  ordon- 
nées opposées  égales  à cause  du  double  signe 
du  radical.  Cette  courbe  est  ce  qu’on  appelle 
hyperbole. 

Maintenant  si  j’ai  égard  à la  trace  imaginaire 
comprise  entre  H et  H' , cette  trace  est  une 
courbe  fermée  qui  est  également  coupée  en 
deux  parties  égales  ; elle  appartient  à Y ellipse  ; 
on  l’a  représentée  ponctuée  sur  la  figure. 

agô.  a0.  J’ai  supposé  que  le  coefficient  p ou 
A* — 4 B était  positif-,  s’il  était  négatif,  alors 
X ellipse  serait  la  courbe  réelle  de  l’équation 
et  les  deux  branches  hyperboliques  en  devien- 
draient la  partie  imaginaire. 

On  peut  remarquer  maintenant  que  l’en- 
semble des  parties  réelles. et  imaginaires  de  la 
courbe  forme  un -entrelacement  des  deux 
courbes  qui  résulteraient  de  la  fonction 
p(jf  + «)(*•+■  b), 
et  de  la  fonction 

— p(x  + a)  (x  + b). 

296.  3°.  Si  le  coefficient  A*— 4B  était  =0* 
il  ne  resterait  que 

V/3(AC  — 2F)i+C*- 4 F. 

La  trace  qui  en  résulterait  n’aurait  plus  qu’une 
seule  intersection  avec  l’axe,  il  en  résulterait 
la  parabole  ( fig.  26). 
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4°.  Si  les  deux  racines  du  radical  étaient  de' 
signe  différent,  si  l’on  avait,  par  exemple, 

V p(x  + a ) (x  — b), 
la  courbe  serait  également  une  hyperbole 
avec  p positif,  et  une  ellipse  avec  p négatif  ; 
mais  le  centre  des  valeurs  A se  trouverait 
placé  entre  les  deux  branches  hyperboliques 
(fig.  a4)  ; car  en  supposant  des  valeurs  posi- 
tives à x,  depuis  o jusqu’à  la  rencontre  de 
la  racine  b , on  aurait  un  produit  négatif; 
après  ce  terme,  les  produits  seront  toujours 
positifs  , il  en  résultera  donc  une  première 
branche  qui  aura  son  origine  en  II , à une  dis- 
tance correspondante  AG =b , et  qui  s’étendra 
infiniment  vers  les  a:  positifs;  d’un  autre  côté, 
en  supposant  à x des  valeurs  négatives,  de- 
puis o jusqu’à  la  rencontre  de  la  racine 

x — — a , 

on  aura  encore  un  produit  négatif,  après  quoi 
ce  produit  sera  positif  et  ne  cessera  pas  de 

l’être  ; on  aura  donc  encore  une  autre  branche 

✓ 

vers  les  x négatifs,  qui  aura  son  origine  en  H, 
à une  distance  correspondante  AB  = a ; de 
sorte  que  la  portion  de  l’abscisse  B G , ou  de 
l’axe  HH' correspondante  aux  abscisses  imagi- 
naires , sera  égale  à la  somme  des  deux  ra- 
cines a et  b , tandis  que  dans  le  premier  caa 
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elle  n’était  égale  qu’à  leur  différence  : c’est  en 
quoi  seulement  diffèrent  ces  deux  courbes. 

297.  5°.  Enfin  , si  la  fonction  de  x sous  le 
radical  n’est  pas  décomposable  en  deux  fac- 
teurs simples,  elle  se  ramènera  à la  forme 

V P[(*  + aT  + ÿ]i 

alors  les  ordonnées  seront  toujours  positives , 
leur  minimum  correspondra  à x — — a ; il  en 
résultera  deux  branches  qui  s’étendront  à l’in- 
fini, l’une  vers  les  y positifs,  l’autre  vers  les 
y négatifs,  comme  on  le  voit  ( fig.  a5).  Cette 
courbe  est  encore  une  autre  hyperbole. 

I 

DEUXIÈME  SECTION. 

De  la  résolution  des  équations  du  deuxième- 
troisième  degré , du  deuxième- quatrième,  etc. 

298.  J e suppose  d’abord  que  toutes  choses 
égales  d’ailleurs  , comme  dans  la  section  pré- 
cédente , le  radical  soit  composé  de  trois  ra- 
cines , on  aura 

y — — i(C+Ax)=k}\/p(x+a)(x+6)(x+c). 

Si  elles  sont  toutes  trois  réelles  et  négatives  , 
on  aura  vers  les  x négatifs  une  trace  hyperbo- 
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lique  réelle  jusqu’à  la  rencontre  de  x = — a ; 
c’est  - à - dire  au  point  H ( fig.  37  ) , puis  une 
trace  imaginaire  qui  se  fermera  en  H',  au  point 
correspondant  a x— — b , enfin  une  trace  réelle 
qui  se  fermera  en  H",  au  point  correspondant 
à x = — c , parce  que  dans  cet  intervalle  le 
produit  sous  le  radical  sera  positif,  au  point 
H*  commencera  une  courbe  ou  trace  imagi- 
naire qui  s’étendra  infiniment  ; s’il  y avait 
quatre  racines  sous  le  radical , on  aurait  alors 
une  trace  numérique,  représentée  par  la  fig.  a8; 
et  ainsi  de  suite. 

Toutes  les  parties  de  ces  traces , tant  réelles 
qu’imaginaires  , sont  coupées  en  deux  parties 
égales  par  l’axe  FD  ; ainsi  on  peut  considérer 
celles  qui  sont  fermées  comme  appartenant  à 
la  clase  des  ellipses  , et  celles  qui  s’étendent  à 
l’infini , à la  classe  des  hyperboles. 

Si  les  racines  de  la  fonction  de  x sous  le 
radical  étaient  ou  toutes  imaginaires  ou  en 
partie  réelles  et  en  partie  imaginaires  , il  en 
résulterait  les  différentes  formes  qu’on  a dé- 
veloppées dans  la  première  partie  ; en  géné-v 
ral , toutes  ces  espèces  de  traces  ne  sont  que 
l’entrelacement  de  deux  fonctions  de  x de  la 
forme  ' 

f(x  + a)  (x  + b ) (x  + c)  etc. 
et  — f(x  + a)(x  •+■  &)(x'  + c)  etc. 
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29g.  Supposons  maintenant  que  l’équation 
proposée  soit  de  cette  forme  : 


.,1  / f(x+  a)(x+  cXx  + e)(x+  g)(x  + h) 
(x  + b'j(x  + cl)(x+f) 


dans  laquelle  les  racines  ont  leur  rang  alter- 
nativement au  numérateur  et  au  dénomina- 
teur , excepté  les  deux  dernières  , on  aura 
une  trace  numérique  , représentée  par  la  fig. 
29  , qui  aura  trois  paires  d’asymptotes  pour 
les  trois  racines  du  dénominateur,  et  cinq  in- 
tersections de  l’axe  pour  les  cinq  racines  du 
numérateur  ; les  lignes  ponctuées  appartien- 
nent aux  traces  imaginaires , si  p était  négatif, 
elles  formeraient  la  partie  réelle  de  la  trace  , 
et  la  trace  qui  est  réelle  sur  la  figure  serait  la 
partie  imaginaire , et  l’ensemble  de  ces  deux 
parties  réelles  et  imaginaires  est  encore  l’en- 
trelacement des  deux  traces  formées  par  la 
même  fonction  , avec  p positif  et  p négatif. 

3oo.  Supposons  encore  que  l’on  ait  l’équa- 
tion 


y?=<r(x  + a)(x+d)z±z\/ p (x + b){x + c)(x  + e)  ; 

alors  l’axe  FD , au  lieu  d’être  une  ligne  droite , 
est  une  courbe  sur  laquelle  on  place  les  coor- 
données du  radical , et  l’on  obtient  une  trace 
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numérique  telle  qu’on  la  voit  ( fig.  3o  ).  Les 
lettres  a,  b , c,d,e  indiquent  le  rang  numérique 
des  racines  ; ainsi  l’axe  FD  , avec  ses  deux  ra- 
cines a et  d , coupe  l’axe  des  x aux  points  a 
et  d,  et  forme  une  trace  numérique  qui  n’est 
qu’accessoire  à celle  de  l’équation  et  qui  n’en 
est  que  l’axe  ; la  fonction  du  radical  qui  for- 
me la  trace  de  l'équation  coupe  cet  axe  combe 
aux  points  b , c , e d’après  l’ordre  de  ses  ra- 
cines ; cette  trace  , comme  les  précédentes,  est 
composée  alternativement  de  parties  réelles 
et  de  parties  imaginaires. 

5oi.  On  peut  remarquer  qu’en  considérant 
l’ensemble  de  ces  deux  parties , la  trace  numé- 
rique , d’une  équation  quelconque  , se  ter- 
mine toujours  par  des  branches  qui  s’étendent 
à l’infini  dont  la  première  a son  origine  à la 
première  racine  et  la  deuxième  à la  dernière, 
ce  qui  doit  être,  parce  qu’alors  la  trace  n’a 
plus  de  principe  qui  fasse  varier  son  incli- 
naison. Si  le  nombre  des  racines  est  pair  , les 
deux  branches  infinies  sont  réelles  , s’il  est 
impair  , la  dernière  est  imaginaire. 

J’ai  supposé,  pour  plus  de  simplicité , toutes 
les  racines  du  même  signe  et  toutes  négatives  ; 
mais  quand  elles  sont  indifféremment  posi- 
tives et  négatives , l’origine  des  valeurs  A n’est 
plus  à droite  de  toutes  les  variations  de  la 
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courbe , il  est  entre  les  racines  positives  et  le* 
racines  négatives  ; mais  l’ordre  des  racines  est 
toujours  de  droite  à gauche  ; la  plus  grande  des 
racines  positives  est  la  première  , puis  en  re- 
montant vers  la  gauche  , parce  que  la  réso- 
lution de  toutes  les  équations  s’établit  sur  la 
forme  générale 

xm  — À xm~'  + etc. 

Si  on  l’établissait  d’après  la  forme 

» 

xm  — A xm-‘  + B xm~*  — etc. , 

alors  l’ordre  des  racines  serait  de  gauche  à 
droite. 

Maintenant  si  la  résolution  d’un  problème 
quelconque  conduisait  à deux  équations  à deux 
variables,  je  formerais  une  trace  numérique 
pour  chacune  de  ces  deux  équations,  et  en  les 
superposant  l’une  sur  l’autre , ou  plutôt  en 
les  traçant  sur  les  mêmes  axes  avec  la  même 
origine  des  valeurs , leurs  points  d’intersec- 
tion détermineraient  les  valeurs  de  x et  de  y 
communes  aux  deux  équations , et  par  con- 
séquent appartenant  à la  solution  du  problème 
que  l'on  traite. 

Si  les  courbes  étaient  des  fonctions  coni- 
ques , on  pourrait , en  les  construisant  géo- 
métriquement , avoir  des  valeurs  à peu  près 
assez  exactes  des  x et  des  y ; mais  les  équa- 
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/ 

tions  qui  peuvent  se  rapporter  aux  sections 
coniques  ne  sont  qu’un  cas  très -particulier 
dans  la  résolution  générale  des  équations  , on 
ne  peut  obtenir  , pour  toutes  les  équations 
qui  passent  le  second -second  degré  que  des 
traces  numériques  ou  des  courbes  décrites 
par  points  qui  ne  peuvent  donner  que  des 
valeurs  approchées  ou  des  quasi  - valeurs.  Il 
faut  encore,  pour  les  rendre  exactes  , l’opé- 
ration de  la  concentration  dont  je  m’occupe- 
rai ci-après. 

CHAPITRE  III. 

De  la  résolution  des  équations  à deux  va- 
riables , dans  lesquelles  Vune  des  deux  va- 
riables ne  se  trouve  qu’ au  premier , au  se- 
cond et  au  troisième  degré  , et  l'autre  à un 
degré  quelconque. 

5û2.  C’est  à ce  chapitre  que  commence 
l’application  du  calcul  des  inéquations.  C’est 
par  le  moyen  des  formules  de  solution  qu’il 
donne  qu’on  obtient  les  traces  numériques  des 
équations  qu’on  a à résoudre. 

La  résolution  des  équations  du  troisième- 
second  et  du  troisième-premier  degré  est  com- 
prise dans  les  chapitres  précédent. 
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Ce  chapitre  commence  donc  à la  résolution 
des  équations  du  troisième-troisième  degré. 

j ’i  ..  * • • •'**■*' 

PREMIÈRE  SECTION. 

De  la  résolution  des  équations  du  troisième- 
troisième  degré. 

Soit  donc  l’équation  générale  du  troisième- 
troisième  degré , 

y3  + A xy%  + B x%y  + Cï3  + D y'  1 Q. 

-h  F x y + Fæ*  + G y + H x •+•  L j 
je  la  traite  comme  si  x était  une  quantité  con- 
nue, j’ai  donc 

y 3 -+-  ( kx  + D)y*  + ( Bar*  ■+■  Far  + G)y  ^ 

-f*  C#3  + F»‘  + Ha;-(-L  J 

ou  bien 


y3  + A y -h  B'y  + C'  — O ; 
j’ai  d’abord  ^ k’*  3 B'  ou  V~? , 

= l/(A*-3B)ï*  + (2AD-îE)rt  D>-3G 


r(x-f-a)  (x  + A). 


En  comparant  ce  radical  originel  avec  le  ra- 
dical du  chapitre  précédent , on  voit  que  la 
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relation  des  coëfficiens  y suit  la  même  loi.  Le 
coefficient  de  x%  exprime  la  relation  des  deux 
premiers  coëfficiens  qui  conviennent  au  troi- 
sième degré , et  le  dernier  terme  D* — 3G  ex- 
prime la  même  relation  pour  lesj,  que  A* — 3B 
pour  les  * ; j’ai  exprimé  Aa— 3B  par  la  même 
lettre  r,  employée  pour  désigner  la  même 
relation  dans  la  première  partie. 

Pour  trouver  ensuite  SC'  ou  la  relation  des 
trois  coëfficiens , 9 A'  B'  — 2 A'3  — 27  C' , j’ai 

* ' r ( 9 A B — 2 A3  — 27  C ) x3 

J 4-  (9AE  + 9BD  — 6 A* D — 27  F ) x* 

| -t-fgAG  + qED  — 6AD“ — 27  H)* 
( + 9 D G — 2 D3  — 27  L. 

f 

On  peut  remarquer  ici  que  le  coefficient  de  x 3 
exprime  la  relation  des  trois  premiers  coëffi- 
ciens A,  B,  C qui  affectent  y* , y' , y°,  et  que 
le  dernier  terme  exprime  également  la  même 
relation  des  trois  coëfficiens  D , G,  L qui  affec- 
tent de  même  y',  y'  ,y°.  Je  donne  à «JC'  la 
forme  suivante,  en  appelant  ÆC,  la  relation 
9 AB,  etc. 


[*’+( 


9AE+9BD— 6A"D — a 7 F 
SC 


>’ 


,SC'  = SC  \ 1 /9AG+9ED— 6AP*— a7H\ 

+ \ SC  )x 

+•  9DG — 2D3  — 27  L 


SC 
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OU 

sg'  • — »yc  £(#•+•  c)  (x  -(■  ^)  (*  "i"  & )!• 

. . t • » 

En  prenant  maintenant  la  formule  générale 
de  solution  du  troisième  degré , de  la  pre- 
mière partie , qui  est 


y«— 


y>— 


ys— 


n } (a- + v? + 


cette  formule  deviçnt , en  mettant  pour 
A' , t , SC , leur  valeur  : 


[d  + A*—  1/  r(x  + a)(*+è) 


7.-I 


lUV 


SD  + Ax 

UK  +</)(y~t~5 

l r V<,+«X*+*) 

ÎD  + A*-fv/  r(*  + a)(*-}-6) 

j/  <*+aX*+0 


6V(x-j-cYx+d)(x-f-e) 

V r(*+aXx+b) 
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On  peut  remarquer  d abord  qu’en  considé- 
rant séparément  les  coefficiens  des  diverses 
fonctions  de  x qui  sont  sous  les  radicaux , on 
a précisément  la  même  formule  que  celle  qui 
appartient  aux  équations  du  troisième  degré 
à une  seule  inconnue. 

Maintenant,  on  peut  voir  que  dans  les  quasi- 
valeurs  de  y,  et  y , la  partie  rationnelle  avec 
le  premier  radical  appartiennent  à une  courbe 
du  second-second  degré,  et  peuvent  se  cons- 
truire par  une  section  conique  ; elle  servira 
d’axe  aux  deux  branches  appartenant  aux  yt 
çtj,  qu’on  obtiendra  par  le  moyen  des  deux 
grands  radicaux , 


que  j’appelle  V R'  et  ^R',.  • . . i 

Quant  à la  branche  qui  appartient  aux y% , 
cbmme  elle  ne  contient  pas  le  premier  radical 

• ,V  r ( x + a)  Y*  + b ==  v'/ , 


elle  se  construira  sur  l’axe  donné  par  la  partie 
rationnelle  D + Aa?,  qui  est  une  ligne  droite. 

3o3.  Pour  faire  voir  comment , à l’aide  de 
cette  formule,  on  peut  construire  une  trace 
numérique  quelconque  du  troisième  ordre , je 
l’applique  aux  deux  équations  suivantes , que  je 

a9 
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présente  d’abord  dans  cet  ordre  : 

' J y — 2 — 5x3  —y  + 3 X y 

— kx%  — 3 y + 6 x + 3 
y — a xy*  + 3 x*y  + 4 *3  — 3 y*  î _ 

+ 4 %9  + 3æ*  — .6^  + 6 x + a j °‘ 
Elles  ont  été  formées  d’avance  avec  la  suppo- 
sition de  x=  i et^  =s  3.  Il  faut  voir  comment 
on  retrouvera  ces  deux  valeurs.  Je  ne  cher- 
cherai pas  à éliminer  une  des  inconnues , mais 
je,  résoudrai  immédiatement  et  séparément 
chacune  de  ces  deux , et  je  commence  par  la 
première , qui , par  la  disposition  de  ses  ter- 
mes, a pour  coëfficiens  immédiats, 

A = — a...  D = — i...  G = — 3 
B=  o...E=  3.,.Hs=  6 

C— — 5...  F = — 4...  L = 3, 

d’où  l’on  tire 

r = 4, 

SC  = i5i. 

Je  la  traite  comme  une  équation  du  troisième 
degré  à une  seule  inconnue , en  lui  donnant 
cette  forme  : 

y3—  (a*-f-i)ya-f-(3x — 3)jr  — (5*3+  4*» — 6*  — 3)=o; 
ses  coëfficiens  complexes  sont  alors 
A'  = — (a  * + i ), 

B'  = 3 æ — 3 , 

C'  = — ( 5 #3  + 4 x*  — 6æ  — 3), 


Digitized  by  Google 


y*— 


73— 


DD  CALCUL  DES  INÉQUATIONS.  451 

-d’où  l’on  tire  - , ; . 

1 r'  = 4 ( or*—  i,a5 x + 2,5), 

SC  = i5i  x3  -f-  78  x* — ia3x  — 5^  ; 

de-là  j’ai  , pour  les  trois  valeurs  de^ , 

.*)!•»!,  » • 

(—  (1  -M*)-» j A'. 

’ K 

(.  — i,25*+a.5)  ; 

/•—(f  t-f.2  *).  .U  . . . „j ,A'. 

j-;K K*-- 

!/l\  1 \ r il 

™ ™*  y 1 2 J*  • • * ••  • tik  « • t • t • k,»  ••«»••#•••••••  J # 

(<*?•«■  *>a5*  4-  »ÆJ  • .•  > * • V ••»!•>,•  l+y ?. 

; •.  fX  , , r'  •.  fc,  i5i.r:i+78a:,^ir>.3x-r52(  .i/jj, 

+ 1 K -7 —--L-l  — x»'  R 

-Ttîn  « J ' v S\(x‘ — i,25x+2,5)  J 

• r \ • , t 

Poür  construire  cette  trace  numérique  du 
troisième  ordre,  je  commence  à tracer  l’axe 
rectilinéaire  LL'  ( fig.  3i),  donné  par  la  par- 
tie rationnelle  7(1  + iæ)  de  la  formule- Sur 
cet  axe , je  construis  la  section  conique  don- 
née par  le  radical 

- , j ? V.^C**—  i,25 x +'2,5»); 

comme  la  fonction  , contenue  dans  ce  radical , 

. 11e  peut  jamais  devenir  = o,  ni  encore  moins 


Digitized  by  Google 


A5z  traité  élémentaire 

négative , elle  appartient  à une  hyperbole  eon- 

vexe  par  rapport  à ee«  axe  Ses  ^ux  -nches 

HH  H'H'  au-dessus  et  au-desous  forme 

"u  deuxième  ordre  pour  la  trace  numenque 

du  troisième  ordre  qu’il  s’agit  de  ^Construire. 

C’est  la  suite  des  Valeurs  de  _ ...  _ 


V,r 


+ et  de 

+ y r 


3 . ' 

ou  de  /R'  et  de  VR',,  qui  détermineront  le 
cours  de  cette  trace  numérique  ; mais  je  re- 
marque que  les  deux  parties  dont  ils  sont  com- 
posés renferment  des  fondions  de  racines  ou 

de  facteurs  simples 

(a?  — a)(ar  — b)  etc. 

qui  rendent  2 r'  et  SC'  successivement  nuis  à 
chaque  fois  que  la  valeur  de  * , dans  son  cours 
^accroissement  , rencontre  une  de  ces  racines 
réelles  : que  ces  fonctions  ar  et  SC  devien- 
nent alternativement  négatives  et  positives 
à chaque  racine  que  * franchit;  quelles  ac- 
quièrent par  conséquent  des  valeurs  qui  crois- 
sent et  décroissent  alternativement.  C est  de-la 
que  résultent  les  différentes  variations  de  la 

trace  numérique.  o 

Pour  déterminer  son  cours , il  faut , i . ctier- 

cher  les  limites  de  ses  branches  ; 2°.  quels  sont 
les  points  de  l’axe  de  x ou  ces  branches  le 
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coupent;  3°.  quels  sont  ceux  où  les  différentes 
branches  commencent  à s’en  rapprocher  après 
s’en  être  éloignées;  points  qu’on  appelle  maxi- 
mum ; 4°.  quels  sont  ceux  où  elles  commen- 
cent à s'en  éloigner  après  s’en  être  approchées  ; 
points  qu’on  appelle  minimum  / -5°.  quels  sont 
ceux  où  les  ordonnées  des  différentes  branches 
après  avoir  eu  des  accroissemens  en  progres- 
sion décroissante,  commencent  à recevoir  des 
accroissemens  en  progression  croissante  , ou 
réciproquement  ; d’où  résulte  une  inversion 
dans  la  direction  de  la  courbe,  et  qu’on  appelle 
points  d’inflexion  ; 63.  quels  sont  les  points  où 
les  branches  cessent  d’être  réelles  , et  cojm- 
mencent  d’avoir  un  cours  imaginaire;  etc. 

Tous  ces  points , qu’on  appelle  singuliers  par 
une  dénomination  assez  singulière  , doivent 
être  appelés  points  radicaux  ; parce  que  toutes 
ces  variations  de  la  trace  numérique  sont  pro- 
duites par  les  racines  des  fonctions  composées 
qui  entrent  dans  leur  expression. 

Quand  la  valeur  de  x a franchi  celles  de 
toutes  les  racines  qui  entrent  dans  ces  exprès* 
sions  , les  branches  n’ont  plus  de  variatiou  de 
courbure  que  celle  qui  détermine  leurs  limites 
qui  sont  données  par  l’expression 
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Les  branches  qui , après  avoir  franchi  toutes 
les  racines,  s’étendent  au  lieu  de  ce  terme,* 
n’ont  plus  aucune  variation  de  courbure,  elles 
se  redressent  en  se  prolongeant  pour  former 
une  ligne  droite,  étant  prolongées  à l’infini, 
soit  vers  les  x positifs , soit  vers  les  x négatifs. 

Je  détermine  d’abord  le  maximum  ou  le  mi- 
nimum et  les  racines  de  la  fonction  de  » 

f , . 

on  a ‘ ■ • 1 ■ • •'!  *■  . . . :<■  " 


Ÿ~r  — y/4(x  — 0,62  5 )“  + 2,ioy3y5 , 
son  minimum  répond  à 

x ■==!  -0,625. 


Maintenant,  pour  trouver  les  maximum  et 
les  points  d’inflexion  des  fonctions  de  V R/  et 
Vl V,  , si  l’on  suivait  la  méthode  connue,  il  fau- 
drait prendre  la  différentielle  de 

• r • ■ ■ "■  r ' \ Y . " ■ , 


2 l’± 


SG 

Vr 


et  la  faire  =k> , ce  qui  conduirait  à une  fonc- 
tion surcomposée  de  racines  dont  la  seule  dé- 
composition exigerait  un  travail  incompara- 
blement plus  long  que  la  résolution  toute  en- 
tière d*e  la  double  équation  du  troisième- troi- 
sième degré  par  la  méthode  qu'on  expose  ici. 

Je  prends  séparément  le  minimum  de  2r, 
qu’on  vient  de  déterminer,  puis  les  maximum 
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et  les  minimum  de  tfC'  et  son  point  d’inflexion  ; 
on  verra  comment  cette  opération  suffît.  * ' 

Comme  est  du  troisième  degré,  on  a 
par  la  formule 

* — — ÿ(A±y/  A*  — 3 B , 
des  maximum  et  minimum  du  troisième  de- 
gré (280)  ( A et  B étant  les  coëfficiens  de  SC  ) , 
pour  le  minimum , v 

x — 0,376603  ; 
pour  le  maximum, 

x = — 0,720973; 

pour  le  point  d’inflexion , — 


x — — 0,1722.  ’ 

Je  décompose  ensuite  SC  en  ses  facteurs^  . 

simples,  et  j’ai  la  nouvelle  formule, 

[-(.+**)  ü,. 


r__ll  .1 — V 4(*— 0, 625)*+ 2, 109-375 ’.=— V'r'. 

) ■ TÂ  , 1 5 i(x— o, 871  375j(.v+o, 4)(*-4-o>98?8) 

( ~%V  ^ >Tt' 

f — ( 1 + 3 * ) 

\ . l5,(*-°^7«375X*+o>4)C*+o,9878 

lr(+T'  + yrr' — 

| . *5i(* — 0,87 1 375)(j-f-o,4)(j  +0,9878) 


Xs — H t 


— (L+2*) 

A+v? 


\% 


MK 


2 r- 


1 5 1 (*—  0,871 375;(x-f  o,4)(*+o,9878) 

P? 
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Avec  cette  formule  on  va  trouver  tous  les 
points  radicaux  de  la  courbe  comme  ôti  va  le 
voir. 

Je  prends  d’abord  la  valeur  métattégative  la 
plus  grande  de  x,  qui  appartient  à une  des 
racines  de  SC , et  qui  est 

* — — 0,9878  ; 

je  fais  simplement  x =q  — 1 , j’ai 

Quasi-valeurs  de  la  formule,  f Valeurs  exactes* 

ry,  ||  a‘,ï4o5 1 ss=  2,0267. 

■r= — l\y%  Il — o,3aa J ;£= — 0,3*17. 

W II — 2,6072. ... .(  =±=  — 2,706. 

Ces  trois  valeurs  réelles  de  y annoncent  qu’à 
cette  valeur  de  x correspondent  trois  branches 
réelles  de  la  courbe.  Comme  il  n’y  a plus  de 
variations  que  celle  qui  appartient  à la  limite  ‘ 
des  branches , je  suppose  x = £ , j’ai  - 

_Kr' =^/i6jf’ — i5tx* 
et 

= >/  16*“  4-  i5î  x'  ; 

r 

les  deux  branches  supérieures  qui  contiennent 
^R'  sont  alors  imaginaires  ; elles  ont  dohc  une 
limite  au-delà  de 


x 


Digilized  by  Google 


Ï)U  CAietJt  DES  INEQUATIONS. 

où  l*’on  a 

^R'  = o, 

ou  bien 

SC' 


2r  + 

En  faisant  successivemeût 

x ~ — ~ 1 , a?  =s:  — 3 , etc. 


je  suis  sur  d’arriver  à cette  limite  sans  aucune 
variation  de  courbe  , parce  que  je  ne  rencon- 
trerai aucune  racine. 

En  faisant  x tt=.  — -a,  VÜ'  devient  imagi- 
naire , il  ne  reste  plus  que  la  troisième  brart- 
che , pour  laquelle  on  a 

,,=--  5,308;. 

c’est  donc  entre  *= — 1 eix=—  a que  lesdeUk 
premières  branches  commencent.  En  faisant 
x — — 1,5 , est  eiycore  réelle  ; c’est  donc 
entre  — a et  — i,5.  En  faisant  x = — 1*7, 
y R'  est  imaginaire  ; c’est  donc  entre  — i,5 
et  — 1,7  que  commence  sa  valeur.  En  concen- 
trant une  deuxième  fois  de  même,  on  a , avec 
deux  décimales  pactes, 

x 1 * 1 ,65 , 

✓ * , 

pour  le  point  où  les  deux  premières  branches 

commencent  à etre  réelles,  eA  l’on  a 
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f y,  Il  l,o333.':.  ( 
x = — i,65  < jj'»  ||  i,o333. 

( yi  ||  — 4,366. 

On  peut  remarquer  d’abord  qu’à  ce  point  les 
deux  premières  valeurs  dey  doivent  être  égales, 
car  la  première  valeur  est  > >. 

à cause  de 

mais  il  s’ensuit  de-là  que 

a r VT'  = *—  SC , 

d’où 


V- 


2 r V’r' — iÎC' 


= (/R',)=V4r  , 


d’où  l’on  a < , _ : • 

IliCA-Vr). 

/ , | , % 

D’ailleurs  le  grand  radical  P’R'  étant  = o, 
il  faut  que  les  deux  premières  branches  cou- 
pent à ce  point  l’axe  du  deuxième  ordre , ejt 
que  par  conséquent  les  coordonnées  de  la  trace 
numérique  du  troisième  orflre  et  de  l’axe  du 
deuxième  ordre  soient  les  mêmes.  Ce  point  est 
en  B ( fig.  3,i  ).. 

Pour  continuer  le  cours  dfe  la  trace  numé- 

j.  « y a . t t 
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rique  , je  prends  après  x = — i la  valeur  mé- 
tanègative 

* = — 0,720973  » 

qui  la  suit  immédiatement,  et  qui  répond  au 
* maximum  de  «SC'  ; j’ai  donc , pour  le  maxi- 
mum de  tfC' , 

f y,  I!  2,1837. 

* = — 0,720973  < y%  }|  — 0,01 54. 

* JKi  11  — 2,3x  5. 

En  continuant , je  prends  la  valeur 
x = — o,4  , 

qui  est  la  deuxième  racine  de  iÇC',  qui  donne 
pour  la  deuxième  racine  de  SC' , 

r y,  il  2,0898. 
x ~ — 0,4  < y%  ||  0,0666. 

I Jh  ||  — i,9564. 

# - 

Vient  ensuite  la  valeur 

x r=  — 0,1722, 

qui  correspond  au  point  d’inflexion  de  la  fonc* 
tion  SC' , et  j’ai  ...  ^ 

!y  1 ===  1,8367.  , 

y%  — o,6653. 

JÉ?  = — i,7465. 

Je  fais  ensuite  x = o , quoique  cette  valeur  ne 
réponde  à aucun  point  radical , et  j’ai 
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Îy,  = *,73a- 

y*  — >• 

^î  = — *i732. 

La  première  valeur  positive  de  * qui  suit  im-, 
média  tement  répond  au  minimum  de  tJC',  où  • 
l’on  a , 

x ss=  0,3766, 
je  fais  ? 

x = o,4,  j’ai  Ji=—  1 ,4872. 

Les  deux  premières  valeurs  de  y sont  imagi- 
naires ; c’est  donc  entre  x = o , et  x = o,4 
que  V'Ii'-o,  j’arrive  par  la  concentration  à 
la  valeur  æ=:o, 072,  pour  le  point  où  l^R'^=o,, 
et  où  par  conséquent  lés  valeurs  de  la  trace 
numérique  cessent  d’ètre  réelles  , c’est  au 
point  C ( fig.  3i  ). 

La  valeur  de  x qui  suit  immédiatement  est 
celle  qui  correspond  au  minimum  de  # 

V?  = 0,626. 

Les  deux  valeurs  de  y,  et  y%  qui  correspondent 
sont  encore  imaginaires,  et  l’on  a pour  - . 
x = o,6a5 y^  =1—  1,2473?  ••  » 

en  continuant  de  faire  feroître  x,  j’arrive  à la 
dernière  racine  de  «SC , qui  donne 

Îy,  — 2,5906. 

y%  = 0,9142. 

y;  = — 0,76*3. 
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(f,  = ; 1,766* 

► | y»  =*  1,766. 

t y?  * — 0,7635. 
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Puisque  les  deux  premières  valeurs  de  .y  rede- 
viennent réelles,  il  faut  conclure  que  les  deux 
premières  branches  recommencent  entre 
- . Il  J : # 3=  0,6a5  et  JC  BT  0,8713. 

Je  trouve  par  la  concentration  que  le  point  où 
ëlles  recommencent  répond  au  point  #=0,695, 
et  l'on  a 

1,766. 

x = o,6g5 

I 

* Il  ne  resté  plus  qu’à  chercher  les  limites  des 
branches  de  la  trace  numérique  vers  les  # posi- 
tife  , comme  on  l’a  cherché  d’abord  vers  les  x 
négatifs.  Si  je  fais  x — £,  j’ai 

Vr',  r=  \/  1 6 jc* — i5i  **,. 

i.UV  » » w . \ 

d’où  je  conclus  que  les  deux  dernières  bran- 
ches se  terminent  et  forment  une  courbe  fer- 
mée au  point  où  Vit  = 0 : ce  point  étant  au- 
delà  de  #=0,8713,  je  fais  les  suppositions 
successives  # = 1 , # *=  a , # = 3 , etc. , j’ai 
d’abord 

r..  “ ' - > j = 3- 

# = 1 < 7,  ~ O. 

i ^ = 0. 

Les  deux  valeurs  corrélatives  # = 1 , y t=  3, 
«ont  celles  d’après  lesquelles  l’équation  a été 
formée.  Les  deux  dernières  yaleurs  par  leur 


i-p  i‘i> 


u!..: 
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égalité  annoncent  déjà  que  c’est  à ce  poîfct  que 
les 'deux  branches  coinCident.  Aussi  quelque 
valeur  que  l’on  suppose  à x au-delà,  les  ordon- 
nées des  deux  dernières  branches  seront  ima- 
ginaires. . - , ■ ->7  ;!<>  ; | ... 

En  réunissant  ces  différentes  valeurs , on 
aura  le  tableau  numérique  des  valeurs  corré- 
latives des  x et  des  y pour  les  points  qu’on 
a voulu  considérer , çt  si  l’on  fait  passer  une 
trace  à ^extrémité  des- différentes  valeurs  des 
ordpnnées , on  aura  une,  trace  numérique  , 
telle  que  la  présente  la  fig.  3r , qui  exprimera 
la  même  ;chose  que  le  tableau  numériqqp , 
mais  qui  l’exprimera  en  caractères  graphiques. 

Il  faut  remarquer  maintenant  qu’en  prenant 
séparément  les  points  radicaux  des  fonctions 

î • * 

"h  ; ’é  ' . 

. * . . 

dans  le  radical 

< *•  » * * 4 î * v.  ! 2 \ ’ * 


on  a bien  pour  chacune  de  ces  deux  fonctions 
séparées  une  portion  curviligne  sans  varia- 
tions; mais  comme  on  prend  leur  somme  pour 
Vr'  , et  Jeur  différence  pour  V'R',,  il  doit  résul- 
- ter  ai  ne  inflexion  dans  l’intervalle  des  deux  va- 
leurs que  l’on  prend,  toutes  les  fois,  que  la 


SC' 
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fonction  a r va  en  croissant  dans  cet  intervalle, 

tandis  que  va  en  décroissant,  ou  récipro- 
quement.; mais  comme  il  ne  s’agit  pas  ici  d’une 
courbe  géométrique  et  seulement' d’nne  trace 
.r;numérique_ approximative  ; cette  0Treur,entre, 
dans  la  latitude  des  quasi  - valeurs  qu’on  ob- 
- tient. 

Il  serait  facile  au  reste  de  déterminer  le  lieu 
de  ces  inflexions , et  l’on  a le  moyen  de  re- 
connaître le  cas  où  elles  ont  lieu  ; mais  ce  tra-î 

vail  est  toujours  inutile,  et  la  concentration 

~~  comme  on  le  verra  en  réduisant  ces  latitudes 
à une  quantité  aussi  petite  que  l’on  veut , fait 
disparaître  ces  erreurs.  (;  ( ,r 

1 ,(3o4)  Je  viens /.maintenant  à 1»  (deuxième 


équation  >n--.  : ‘ . * • •*;_ !- 

ys — (2*+3]y*4-(3**-+-4  * — '6^+ 4*3+  3 x’-f-  G* + 2 = o , 
j’ai  d!abord  , 

* ^ 'Ml'  «.  . ]i  )'  ' 

V^A'*-3B'  = ÿV.  = V b ( 5,4  ‘ 


SC'=—  i46(xs-f-i,io9589**-f-û, 369863* — j ,109589)  ; 
en  décomposant  cette  fonction  en’  facteurs  * 
simples , on  trouve  qu’elle  a deuqracincs  ima- 
ginaires , et  l’on  a 

SC'— — i46[(i+o,89g432)*-J-o,8oo8i i](x— 0,689271)  ; 
on  a donc  pour  les  trois  valeurs  de  y en  sup- 
primant les  derrières  décimales , 


# 


. Digitized  by  Google 


464  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

r-ï(**+3) 


a > j. 


|— f/5(5,4-**) 


— — 


) 1 I / »/t6[(jr+o-9V  ro, 8 j(x— 0,68937) 

(-3.îl/  »-5C5.W)  75(5,4--)  ,1 

ï(s*  + 3) 

1.  5,g  . l4pC(x+o>9)^o>8](x-o,689a7) 

2.3V'  ' y 5(5,4—**) 

■ I y.  f[,  ,.  , .46[(»+o,9)-+°,8](»^>.689.7) 

2-,K  . •{  , , |/S(5,4— **) 

r— t(2*  + 3) 

l MlI‘J  : h - (tilOO 

)+7  V 5(5,4  — **) 

I . . / a.5(5  4_x,)+  »46[f*  + o,9  ■*-ro,8K*-o^iZ)' 
1^3.3  K ^5(5,4-*Ô 

- * 

La  partie  rationnelle  -j(2Ar  +■  3)  de  celte 
formule  est  construite  par  l’axe  FD  ( fig.  3a  ), 
sur  lequel  je  construis  le  radical  originel  > 

iV9  = V5(57r=v) 

par  l’axe  du  deuxième  ordre , ou  par  l’ellipse  L 
HG  H'G'.  Pour  construire  ensuite  la  trace  nu- 
mérique de  l’équation  , j’observe  d’abord 
qu’elle  a deux  de  ses  branches  limitées  par 
l’axe  de  l’ellipse  GG'  qui  est  déterminé  par 
l’équation  . 

x*  — 5,4  — o , 

d’où 

• . . ) 

X = =fc  3,32594. 
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J’observe , en  second  lieu , que  tant  que  x 
«era  négatif , la  fonction  de  SC  formera  un 
résultat  positif , et  par  .conséquent  V^R.'  ne 
contiendra  que  des  quantités  réelles  depuis  la 
valeur 

x = — 2,32594  ; 

mais  dans  l’expression  deV^R', , comme  la  fonc- 
tion de  SC  est  prise  avec  un  signe  contraire, 
ce  grand  radical  ne  commencera  à être  réel, 
que  lorsqu’on  aura 


On  a deux  limites  pour  déterminer  ce  point, 
la  première  est 


x = ■ — 2,32594  ; 


la  deuxième  a lieu  lorsque 


ce  qu’on  obtient  en  prenant  la  valeur  de  sa 
racine  réelle 

j • • • , t 1 . • 

x = 0,68927.  v 

C’est  donc  entre  ces  deux  limites  qu’on  peut 
par  les  substitutions  successives  trouver  le 
point  où  les  deux  branches  inférieures  coupent 
1 axe  elliptique  ; c’est;à-dire  où  elles  commen- 
cent à être  réelles.  En  faisant  x = — 2 , on  a 

3o 
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V^R'  imaginaire  , et  pour  la  branche  réelle 
y — 3 ; en  faisant  x = — i , , est  réel , et 

l’on  a pour  les  trois  valeurs  de  y y 

j,  “ 3J4491- 

* = — ï y*~  — 1‘ 

,y%  = — 1 ,4494. 

C’est  donc  entre  — 52  et  — 1 que  les  deux 
branchés  inférieures  commencent  à être  réelles 
. en  coupant  l’axe  elliptique  ; si  l’on  concentre , 
on  trouve,  pour  valeur  approximative, 

x — — > 

on  a alors  les  deux  branches  inferieures  égales  y 

( y,  Il  3,43a4.  : ! 

x = — 1,03  < J,  J}  — 1, 2362. 

I K 11  — 1,2362. 

Et  comme  avant  cette  valeur  l’équation  a tou-, 
jours  une  racine  réelle,  il  s’ensuit  que  la  pre- 
mière branche  sera  toujours  réelle  en  remon- 
tant vers  les  x négatifs  ; alors  SC  sera  tou- 
jours positif  et  ne  cessera  plus  de  l’ètre  ; ainsi 
toutes  les  fois  que  SG  ne  pourra  plus  cesser 
d’être  positif,  la  première  branche  ne  cessera 
plus  d’être  réelle  , quoique  Yr  acquière  une 
valeur  imaginaire  dans  l^R'. 

Maintenant , en  faisant  croître  * dans  la 
direction  positive , quand  on  aura  franchi  la 
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valeur  de  la  racine  x = 0,68927  , qui  rend 
ÆC'riro,  sa  fonction 


[(*+  0,9)»  + 0,8]  (*  — 0,69) 


ne  cessera  plus  d’être  positive  , et  par  con- 
séquent .SC' , à cauSe  de  son  coefficient — 146, 
sera  toujours  négatif  ; alors  le  radical  VU  ces^ 
sera  à son  tour  d’être  réel  quand  on  aura 


2 


«SC 

V?'  - 


là  première  limite  cdîmiiedce  à 


' S C — oy 

ou 

* = — 1,68927 , 


et  l’autre  à x — V?  qui  est  l’autre  limite  des 
trois  brancïies  réelles  ; en  faisant  les  substi- 
tutions successives  x = 1 , * = 2 , j’ai  d’abord 


pour  x — 1 , 

f y,  — 3,4493, 

x = 1 ] J»  = 3. 

I y\  = “ i,44g3. 

Comme  les  deux  premières  valeurs  de  y dif- 
fèrent peu  l’une  de  l’autre  , on  peut  conclure 
que  c’est  aux  environs  de  cette  valeur  de  x 
que  les  deux  branches  supérieures  se  joignent 
en  coupant  l’axe  elliptique  ; en  effet , si  l’on 


Digitized  by  Google 


468  • TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

fait X = 1,01 , ^/R'  devient  imaginaire,  et  c’est 

à peu  près  à 

((  o 1»  — ■ 

Q\iapt  ^,la  troisième  .branche,  elle  sera  tou- 
jours réelle  , et  SÇ'  dans  sera  toujours 
négatif.  Ainsi  quand  SC  ne  pourra  plus 
cesser  d’être  négatif , la  branche  inférieure 
sera  toujours  réelle  , quoique  le  radical  origi- 
nel V^r',  contenu  dans  V^Ê'/;  devienne  imagi- 
naire. 

Ainsi  la  latitude  de  la  triple  branche  s’étend 
depuis  . . 


jusqu’à 


X — — 1,02 

''4;==i,655, 


:h» 


par  approximation.  SC  n’ayant  qu’une  racine 
réelle  il  ne  peut  pas  y avoir  de  solution  de 

continuité  dans  cet  intervalle  comme  dans 

, l - x '..icq 

le  premier  exemple. 

Pour  acbeVer  de  construire  la  courbe  , je 
fais  x = o , et  j’ai  exactement 

!yt  z=  4,u  44.  r 

y,  = 0,2943. 

4o87.- 

Je  différentie  SC,t  et  j’ai  pour  le  maximum, 
r 1:  / . x==  — 0,2536;  1 •» 
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pour  le  minimum, 

x = — o,4864.  '.r. 

Je  détermine  les  triples  ordonnées  qui  corres- 
pondent à ces  valeurs.  ' T 

Maintenant  , si  je  prends  la  double  va- 
leur qui  correspond  aux  deux  extrémités  de 
l’axe  du  deuxième  ordre  , où  V~r  = o , et  où 
l’on  a 

* = d=  2,325g3  , 

ŸR'et  y R'y  seront  infinis;  mais  il  faut  obser-J 
ver  alors  que  l’équation  ne  diffère  d’un  bi- 
nôme au  cube  que  par  le  dernier  terme , on 
résout  alors  l’équation  comme  celle  du  deu- 
xième degré  ; c’est-à-dire  qu’on  complète  le 
cube  dans  le  premier  membre.  Ainsi  l’équa- 
tion générale 

y3  + A' y*  + B' y + C'  = o , 

quand 

A*  — 3 B — o 

devient 

y3  + A 'y*  ~ A'*  y 4-  C'  = o, 

on  fait  alors 

y + a .'>■  + \ A'»  + ^ A'3  = à A13  - C'  ; 

d'où  l’on  a 

y^z-lk'  + ÿ i,  A'>-C; 
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en  la  résolvant  de  cette  manière , on  a pou» 
x ■ — 1 2^2  . % • • »*r  • * y x * * ~~  3jo3  , 

pour 

x — + a,325g3 . y^  = — i ,48454  ; 

| * t « » - f . . . 

en  traduisant  graphiquement  -ces  differentes 
valeurs , on  a la  trace  numérique  telle  qu’on 
la  voit  ( fig.  32  ).  ' 

Maintenant , si  l’on  superpose  les  deux  traces 
numériques  des  deux  équations , ou  si  on  les 
construit  avec  les  mêmes  axes,  elles  se  cou- 
peront d’abord  en  un  point  M ( fig.  33  ) dont 
les  deux  Valeurs  corrélatives  sont  x—i  ,>==3  ; 
ce  ttont  les  deux  valeurs  qui  ont  servi  à for- 
mer les  deux  équations. 

Elles  ont  encore  deux  autres  points  communs 
qui  résultent  de  la  combinaison  des  quantités 
additionnelles  avec  les  quantités  multiples;  et 
l’on  n’a  que  trois  valeurs  corrélatives  au  lieu  de 
neuf  que  l’on  pourrait  avoir  par  la  méthode 
connue  d’élimination. 

On  voit  que  par  les  méthodes  qu’on  a déve- 
loppées , on  ne  se  sert  que  des  formules  du 
troisième  degré  pour  résoudre  les  équations 
du  troisième  degré  à deux  variables. 

Je  ne  déterminerai  pas  les  différentes  formes 
dont  peut  être  susceptible  la  trace  numérique 
du  troisième  ordre,  elles  dépendent  de  la  re- 
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lation  des  coëfficiens  de  la  proposée;  mais  quels 
que  soient  ces  coéfificiens,  la  méthode  de  solu- 
tion , par  sa  généralité , atteint  également  toute 
espèce  d’équation  , quelle  que  soit  sa  forme. 

Ainsi  il  est  inutile  de  faire  ici  l’énumération 
des  lignes  du  troisième  ordre , on  a toujours 
celle  qui  doit  avoir  lieu  par  le  résultat  de  la 
formule.  \ 

Cette  même  formule  servira  également  pour 
les  équations  dans  lesquelles  x serait  élevé  à 
un  degré  quelconque  ; si  SC  contenait  une 
fonction  en  x supérieure  au  troisième  degré  , 
il  en  résulterait  seulement  une  augmenta- 
tion de  points  radicaux  , qu’on  déterminerait 
comme  ci-dessus  ; si  ^~r  renfermait  une  fonc- 
tion de  x du  troisième  ou  du  quatrième  de- 
gré, etc.,  l’axe  immédiat  de  la  trace  numé- 
rique, au  lieu  d’être  une  ellipse,  serait  une  ^ 
trace  du  deuxième-troisième  ou  du  deuxième- 
quatrième  degré,  etc.,  sur  laquelle  se  cons- 
truirait le  dernier  radical  de  la  trace  numé- 
rique. 

Si  la  formule  contenait  dans  quelques-uns 
de  ses  termes  des  dénominateurs  en  fonctions 
de  x qui  appartinssent  à l’équation  ; c’est-à- 
dire  si  le  coefficient  de  y3  était  de  la  forme 

i y 

A xm  + + etc; 
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cette  fonction  formerait  un  dénominateur  dans 
les  différens  termes  de  la  formule  ; alors  il  y 
aurait  autant  d’asymptotes  que  cette  fonction 
aurait  de  facteurs  simples  réels , comme  on 
l’a  vu  ci-dessus. 

Pour  résoudre  les  équations  du  quatrième- 
quatrième  degré  , on  suivra  la  même  marche 
que  celle  qui  a été  suivie  pour  celles  du  troi- 
sième-troisième degré  ; on  employera  alors  la 
formule  (198),  première  partie.  Quoiqu’elle 
ne  donne  que  les  quasi-valeurs  des  deux  ra- 
cines extrêmes  de  l’équation  , il  sera  très- 
facile  de  suppléer  aux  deux  racines  intermé- 
diaires. 

D’après  la  nature  de  cette  formule,  on  voit 
que  la  trace  numérique  aura , pour  son  axe 
immédiat , une  courbe  du  troisième  ordre , 
qu’on  construira  comme  les  précédentes , et 
c’est  sur  cet  axe  que  l’on  construira  les  valeurs 
du  dernier  radical  qui  constitueront  la  trace 
numérique.  Ainsi  la  marche  que  l’on  a suivie 
indique  celle  qu’il  faut  suivre  pour  construire 
les  traces  numériques  des  différens  ordres. 

De  la  concentration. 

3o5.  Par  les  méthodes  qu’on  vient  de  déve- 
lopper on  n’obtient  que  des  quasi-valeurs  qui 
ne  donnent  pas  par  conséquent  des  traces  numé- 
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riques  rigoureuses,  mais  seulement  approxi- 
matives. Il  reste  à de'velopper  le  moyen  de  con- 
centration qui  puisse  conduire  à des  valeurs 
exactes. 

Il  faut  d’abord  remarquer  qu’on  ne  se  pro- 
pose pas  ici  de  construire  des  traces  numéri- 
ques exactes  dans  tout  leur  cours;  ces  traces 
ne  sont  que  des  moyens  préparatoires  pour 
parvenir  aux  valeurs  corrélatives  que  l’on  cher- 
che , et  qui  sont  les  seules  qu’on  a besoin  de 
déterminer.  Ainsi  dans  les  deux  équations  ci- 
dessus  du  troisième-troisième  degré  qu’on  vient 
de  résoudre  , on  n’a  besoin  de  déterminer 
exactement  que  les  valeurs  corrélatives  qui 
répondent  aux  trois  points  d’intersection  des 
deux  traces  numériques. 

Pour  y parvenir,  je  suppose  que  l’ordonnée 
BC  (fig.  34  et  35),  soit  celle  qui  correspond 
au  vrai  point  d’intersection  ; à une  première 
valeur  approximative  AP  de*,  je  prends  exac- 
tement ou  seulement  avec  deux  décimales 
exactes  la  valeur  de  y qui  lui  correspond  dans 
les  deux  équations  , j’aurai  deux  ordonnées 
PM  et  P N , la  première  plus  grande  que  la 
deuxième  ; je  prends  ensuite  une  autre  valeur 
de  x qui  croît  dans  la  direction  AC , et  je 
cherche  également  dans  les  deux  équations  les 
valeurs  de  y qui  lui  correspondent.  Si  la  pre- 
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mière  P'M'  surpasse  encore  la  deuxième  P' N' 
ayec  une  différence  moindre  que  la  première 
fois,  je  conclus  que  je  suis  dans  la  direction 
qui  conduit  au  point  d’intersection  ; si  la  diffé- 
rence était  plus  grande , je  conclurais  que  je 
m’en  éloigne , et  pour  y parvenir , je  prendrais 
pour  x des  valeurs  qui  croîtraient  dans  une  di- 
rection contraire.  i 

Enfin , si  j’obtenais  pour  l’ordonnée  de  la 
deuxième  équation  une  valeur  P"  N"  , qui  fût 
à son  tour  plus  grande  que  celle  de  la  pre- 
mière P"M",  je  conclurais  de- là  que  j’ai  dé- 
passé lepoint  d’intersection  , comme  on  le  voit 
par  l’inspection  des  fîg.  54  et  55.  Alors  je  pren- 
drai pour  x une  valeur  intermédiaire  entre 
ces  valeurs  de  y qui  sont  immédiatement  en- 
deçà  et  au-delà  du  point  d’intersection  , et  je 
la  prendrai  plus  près  des  valeurs  PM  et  P N 
qui  différeront  moins;  j’arriverai  par  ce  moyen 
à un  premier  degré  d’approximation  : je  trai- 
terai cette  valeur  approchée  de  x comme  la 
première  fois;  j’en  obtiendrai  une  seconde  plus 
rapprochée  , et  ainsi  de  suite.  Si  les  valeurs 
corrélatives  du  point  d’intersection  sont  in- 
commensurables , j’arriverai  au  degré  d’ap- 
proximation que  je  voudrai , et  si  ces  valeurs 
sont  commensurables,  je  ne  tarderai  pas  à le 
reconnaître. 


Digitized  by  Google 


DO  CALCUL  DES  IÏTJiQÜ  ATI  O N S.  475 

Si  l’on  n’a  qu'une  équation  à deux  variables , 
il  suffira  de  concentrer  l’équation  en  .y  pour 
les  valeurs  de  x qu’on  voudra  prendre  par  les 
méthodes  de  concentration  exposées  dans  la 
première  partie. 

Si  l’on  veut  avoir  les  points  exacts  des  maxi- 
mum de  la  trace  numérique , comme  on  les 
a déjà  par  approximation,  il  suffira  de  pren- 
dre , par  une  méthode  semblable  à celle  qu’on 
vient  d’indiquer  , deux  ordonnées  entre  les- 
quelles on  parviendra  à déterminer  la  plus 
grande. 

L’usage  que  l’on  fait  du  calcul  différen- 
tiel pour  déterminer  les  points  radicaux  des 
courbes,  présente  une  marche  plus  rigou- 
reuse , plus  générale  et  plus  simple  en  appa- 
rence que  les  nouvelles  méthodes  qui  viennent 
d’être  exposées.  Sans  doute  les  opérations  du 
calcul  sont  rigoureuses  , parce  qu’on  y pro- 
nonce toujours  l’égalité  ; mais  elles  ne  s’appli- 
quent qu’à  des  symboles  algébriques  x,jr,  etc. 
et  leur  résultat  laisse  tout  le  calcul  à faire  ; il 
faut  ensuite  avoir  recours  à l’élimination  , et 
l’on  aboutit  à des  équations  surcomposées 
que  les  méthodes  connues  ne  peuvent  plus 
résoudre. 

Dans  le  calcul  des  inéquations  on  ne  pro-, 
cède  rigoureusement  que  relativement  aux  li- 
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mites,  les  opérations  du  calcul  s’étendent  dans 
une  latitude  que  l’on  rétrécit  et  que  l’on  fait 
évanouir , et  ce  n’est  qu’à  la  fin  qu’on  pro- 
nonce l’égalité  , lorsque  l’on  est  parvenu  aux 
valeurs  que  l’on  cherche.  Quelles  que  soient 
les  méthodes  que  l’on  employé  dans  les  équa- 
tions composées , ce  n’est  que  par  le  calcul  des 
inéquations  qu’on  peut  parvenir  à ce  dernier 
but.  Ce  calcul  restait  donc  à trouver  pour  cem- 
pléter  les  opérations  de  l’analyse. 


FIN. 


6 il  GO fi 


Digitized  by  Google 


errata. 


Pag.8lig.ii 

A , B , M,  lisez  A',  B' , Mr. 

9 

6 

L' , lisez  L". 

9 

9 

Idem. 

9 

U 

Q,  lisez  C"  -f  etc.  ). 

S 

24 

Q Q — Q' , lisez  Q — Q'. 

25 

nombre,  lisez  membre. 

93 

19 

— C"o,  lises  — C ||  0. 

/«•>**■  /ar>/t*r 

iag 

1 

[ v v etc.  j lisez  — *|  v a etc. 

\P'  P'  \Pi  Pi 

1 33 

23 

ar*  — a *■*  — Q 

ul 

6 

A -f-  V^r,  fiscs  A — 

186 

36 

aux  deux  exemples  du  tableau , lises  à deux 
exemples. 

187 

12 

/>3>4G  Usez  p3<^<p. 

195 

L2 

SCz+zrV^r^o,  lisez  *SCqr2r V^r>o. 

2Q1 

5 

/•  J>£Asr. 

i>r,  *"*  [<c. 

an3 

5 

lises  x3 — >f( etc. 

220 

8 

|(A  + Kr,  lisez  ±(A.  + V r). 
in*,  lisez  \n*. 

220 

12 

220 

18 

5®*  , /(WI  }♦*. 

2 73 

9 

Tï>  Uses 

228 

2 

C — (Bna-)w,  lises  C — (B — Iï»)w. 
<P , fisc*  <I>. 

a3o 

12 

7.38 

L9 

_ *^Q-R  *3=~Q*  R 

**  ' 

243 

i5 

3 B',  lisez  3 B,. 

345 

der. 

<P  , lisez  <p\ 

246 

• 4 

sont  imaginaires , lises  sont  réelles. 

29a 

22 

V *"*“^5*  lUe*  V 

396 

l_î 

*5  A* — B5oAC,  lises  iSA’B— 5oAC. 

358 

5 

3 1 3 , lisez  220. 

2 

F , lisez  E. 

Digitized  by  Google 


Digitized  by  GQOgle 

„4 


Digitized  by  Google 


I 


Digitized  by  Google 


1 


/ 


Digitized  by  Google 


Digitlzed  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  GoogI 


Digitized  by  Google 


